ARCHIVUM MATHEMATICUM (BRNO)

Tomus 32 (1996), 9 – 12

TEOREMA RIMANA–ROHA I TEOREMA O RAZMERNOSTI MINIMAL^NO^˘I REALIZACII LINE^˘INYH DINAMIQESKIH SISTEM

Danilo Rastoviq

Vvedenie.

Postroenie razliqnyh kanoniqeskih form dlØ koneqno-mernyh dinamiqeskih sistem rassmatrivaetsØ kak vaßnoe sredstvo proektirovaniØ ukazanyh sistem. Nado vyqislit~ razmernost~ minimal~no$i realizacii. Sistema nazyvaetsØ minimal~no$i esli nabl¸daema i upravlØema. PredstavlØØ dinamiqesku¸ sistemu v vide obyqnogo ”qernogo Øwika”, moßno zametit~, qto takaØ sistema zavisit ot treh parametrov, a imenno ot vektora vhodnogo signala, vektora sostoØniØ i vyhodnogo vektora. Qasto predpolagaetsØ, qto funkcionirovanie sistemy vo vremeni line$ino po fftim parametram. V fftom sluqae line$inaØ sistema opredelØetsØ sledu- ¸wimi dannymi:

(I) nekotoroe kol~co k

(II) tri levyh k-modulØ U, H, Y (prostranstva vhodnyh signalov, so-

stoØni$i i vyhodnyh signalov sootvetstvenno)

(III) qetyre otobraßeniØ A ∈ Hom_k(H, H), B ∈ Hom_k(U, H), C ∈ Hom_k(H, Y ) i D ∈ Hom_k(U, Y )

Funkcionirovanie tako$i sistemy v diskretnye momenty vremeni zadaetsØ sledu¸wimi sootnoxeniØmi: x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t), y = Cx(t) + Du(t) My budem nazyvat~ vvedenny$i ob¨ekt maxino$i (nad k ). Esli fiksirovat~ bazisy prostranstv U, H i Y , to otobraßeniØ (III) budut zadavat~sØ nekotorymi matricami.

§1.§1.§1. V sluqae skalØrnyh vhodnyh i vyhodnyh signalov qastotnaØ harak-

teristika ØvlØetsØ racional~no$i t.e.

T (s) = f(s) X(A, s) 1991 Mathematics Subject Classification: 93B.

Key words and phrases: Riemann Roch theorem, minimal realization. Received January 3, 1995.

gde X(A, s) est~ harakteristiqeski polinom. V fftom sluqae diskretnu¸ problemu realizacii moßno sformulirovat~ sledu¸wim obrazom: zadana racional~naØ funkciØ f(s)/g(s) takaØ, qto g(s) polinom stepeni n,

deg f(s) ≤ n − 1, na$iti minimal~nu¸ maxinu (A, b, c) so skalØrnymi vhod-

nymi i vyhodnymi signalami i s qastotno$i harakteristiko$i f(s)/g(s).

Pust~ k algebraiqeski zamknutoe pole i K pole funkci$i nad k ot odno$i peremenno$i (korotkoe funkcional~noe pole). Toqko$i polØ K nad k budem nazyvat~ l¸boe soderßawee k kol~co diskretnogo normirovaniØ v K (ili kol~co nad k).

Mnoßestvo vseh takih kolec (t.e. toqek polØ K) nazyvaetsØ krivo$i, a K-polem funkci$i na ne$i.

Divizorami (krivo$i ili polØ K nad k) my budem nazyvat~ fflementy svobodno$i abelovo$i gruppy, poroßdenno$i toqkami. VsØki$i divizor est~ formal~naØ summa a = ΣniPi gde Pi-toqki, ni ∈ Z. Summu Σni = ΣnP nazovem stepen~¸ divizora a, a ni-ego porØdkom v Pi.

Racional~naØ funkciØ φ(s) = f(s)/g(s) opredelØetsØ nulØmi mnogoqlenov f i g, t.e. toqkami, v kotoryh ona obrawaetsØ v 0 ili neregulØrna. Qtoby otliqat~ korni g ot korne$i f, my bydem brat~ ih kratnosti so znakom minus.

Divizor funkcii φ oboznaqaetsØ qerez (φ).

Nazovem differencialom λ polØ K l¸bo$i k-line$iny$i funkcional, obrawa¸wi$isØ v nul~ na nekotorom prostranstve Λ(a) i na K, ([6]).

Differencialy obrazu¸t vektornoe prostranstvo nad K. Pust~ λnenulevo$i differencial. L¸bo$i drugo$i differencial imeet vid φ · λ.

Divizor differenciala φλ budet a+(φ). �tot klass divizorov nazyvaetsØ kanoniqeskim klassom polØ K, a l¸bo$i divizor iz nego nazyvaetsØ kanoniqeskim divizorom.

DlØ l¸bogo divizora a mnoßestvo L(a) budet line$inym prostranstvom nad polem konstant k. Oboznaqim ego razmernost~ qerez ℓ(a).

Esli a poloßitelen, to L(a) sostoit iz vseh funkci$i v K, polosy kotoryh leßat v a.

Teorema Rimana-Roha zakl¸qaetsØ v ravenstve

ℓ(a) − ℓ(c − a) = deg a − g + 1

gde a-proizvol~ny$i divizor na glatko$i proektivno$i krivo$i, c ee kanoniqeski$i klass, a g-rod.

Budem vyqislit~ razmernost~ minimal~no$i realizacii v proektivnom predstavlenii.

Pust~ a-proizvol~ny$i divizor polØ K i c l¸bo$i divizor iz kanoniqeskogo klassa.

Pust~ a i c poloßitel~ny divizori i c−a est~ poloßitel~ny$i divizor, tako$i, qto ℓ(c − a) est~ maksimal~noe qislo.

Teorema 1.1. Razmernost~ minimal~nyh realizaciĭ est~ ℓ(c − a). Ona

vyqislØetsØ po formule ℓ(c − a) = ℓ(a) − deg(a) + g − 1.

TEOREMA RIMANA–ROHA I TEOREMA O RAZMERNOSTI : : : 11

Dokazatel~stvo. Pofftomu qto c − a = (φ) + a − a, a razmernost~ est~ maksimal~noe qislo porØdka minora Økobiana, razliqnogo ot nulØ ffto budet stepen~ Mek Milana po rezul~tate iz [3]. Vyraßenie dlØ ℓ(c − a) sleduet iz teoremy Rimana-Roha dlØ divizorov.

§2.§2.§2. DlØ maxin, funkcioniru¸wih v nepreryvnom vremeni traektorii

tako$i sistemy zada¸tsØ differencial~nymi uravneniØmi ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), y(t) = c^⊤x(t) + du(t) priqem zdes~ predpolagaetsØ, qto k est~ pole vewestvennyh ili kompleksnyh qisel.

OsnovnaØ problema sinteza sistem - ffto problema realizacii, kotoraØ sostoit v nahoßdenii maxiny (A, b, c) s zaranee zadanno$i qastotno$i harakteristiko$i T (s) = ((A − sl)^−1b, c). KlassiqeskaØ teorema Rimana-Roha ØvlØetsØ osnovno$i teoremo$i teorii algebraiqeskih krivyh.

Pust~ V_n est~ algebraiqeskoe mnogoobrazie kompleksno$i razmernosti n. Togda dim H^2(V_2, F ) = dim H^0(V_2, K ⊗ F^{−1}) po teoreme dvo$istvennosti Serra i dim H^1(V_1, F ) = dim H^0(V_1, K ⊗ F^{−1}) gde K odnomernoe vektornoe rassloenie, opredelennoe kanoniqeskim klassom divizorov.

Esli F predstavlen divizorom, qto vsegda vozmoßno, to degF ravno qislu nule$i minus qislo pol¸sov divizora.

Pust~ P^1 − 1-mernoe proektivnoe prostranstvo, toqka kotorogo x ∈ P^1 zadaetsØ fflementami (x0, x1) polØ k.

Pust~ T (s) est~ qastotnaØ harakteristika, takaØ, qto lims→∞ T (s) = 0. Moßno opredelit~ racional~noe otobraßenie S^2 → P^1. Teorema Rimana-Roha dlØ algebraiqeskih krivyh utverßdaet, qto

x(V1, F ) = degF + 1 − g, gde x arifmetiqeski rod.

Teorema 1.2. Stepen~ Mek Milana moßno vyqislit~, po teoreme Rima-

na-Roha, po formule δ(t) = dim H^0(P^1, Z) − deg(Z) − 1.

Dokazatel~stvo. Po rezul~tate Martin-Hermana ([5]) pervy$i klass QßenØ c1 ∈ H^2(S^2, Z) est~ stepen~ Mek Milana δ(t) t.e. razmernost¨ minimal~no$i realizacii. Iz teoremy dvo$istvennosti sleduet, qto

x(P 1, Z) = dim H0(P 1, Z) − dim H1(P 1, Z) t.e. x(P 1, Z) = dim H0(P 1, Z) − dim H0(P 1, K ⊗ Z^−1) i, sledovatel~no po teoreme Rimana-Roha prevra-

waetsØ v

dim H0(P 1, Z) − dim H0(P 1, K ⊗ Z^−1) = 1 − g + deg(Z)

gde g = rodP^1 = 0, tak, qto stepen~ Mek Milana est~

δ(t) = dim H0(P 1, Z) − deg(Z) − 1.

12 DANILO RASTOVIQ

Spisok literatury [1] Xafareviq I.R. Osnovy algebraiqeskoĭ geometrii Nauka, 1972.

[2] Severi F., Il teorema di Riemann-Roch per curve - superficie, e varieta questioni collegate, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete 17 Springer-Verlag, 1958.

[3] Pugh A.C., The Mc Millan degree of a polynomial system matrix, Int. J. Control, 1, 24, 1976, 129-135.

[4] Hirzebruch F., Topological Methods in Algebraic Geometry, Springer-Verlag, New York Inc., New York 1966.

[5] Hermann R., Linear system theory and introductory algebraic geometry, vol.8, Brookline, Mass., Interdisciplinary Math., 1974.

[6] Lang S., Introduction to algebraic and abelian functions, Addison-Wesley Bibl. Comp., Massachussetts, 1972.

Adres avtora:

Danilo Rastovich Higher Technical School Konavljanska 2 Zagreb, CROATIA