ARCHIVUM MATHEMATICUM (BRNO)

Tomus 28 (1992), 139 – 154

TEOREMY O SUWESTVOVANII I EDINSTVENNOSTI REXENI$i DIFFERENCIAL^NYH URAVNENI$i S MAKSIMUMAMI, SODERȷAWIH FUNKCIONAL^NY$i PARAMETR

A. R. Magomedov

Rez¸me. V danno$i stat~e dokazyvaetsØ teorema suwestvovaniØ i edinstvennosti dlØ sistemy uravneni$i s maksimumami, vkl¸qa¸xe$i funkcional~ny$i parametr, rassmatriva¸tsØ voprosy nepreryvno$i zavisimosti rexeniØ ot izmeneniØ naqal~no$i funkcii i ot funkcional~nogo parametra. Pri fftom budet izuqat~sØ suwstvenno bolee sloßny$i sluqa$i, kogda zapazdyvanie dopolnitel~no zavisit ot iskomo$i funkcii.

1. Rassmotrim sistemu (1) ẋ(t) = F (t, x(t), max_{τ∈[t−h(t,x(t)),t]}x(τ ), u(t)), gde x = (x_1, . . . , x_n) ∈ X - vektor sostoØniØ, u = (u_1, . . . , u_s) ∈ U funkcional~ny$i parametr, X, U - ograniqennye zamknutye mnoßestva v E^n i E^s sootvetstvenno, a zapazdyvanie h = h(t, x(t)) zavisit ot t i ot samo$i funkcii x(t). Rexenie (1) iwetsØ na nekotorom otrezke T = [t_0, t_1].

Naqal~noe uslovie dlØ (1) sledu¸wee: (2) x(t) = φ(t), t ∈ E_{t0} , gde φ(t) - zadannaØ naqal~naØ funkciØ i E_{t0} - naqal~noe mnoßestvo: (3) E_{t0} = [inf(t − h(t, x(t)), t_0], t ∈ T, x ∈ X Pri issledovanii uravneniØ (1) s naqal~nym usloviem (2) my rassmotrim vopros ob usloviØh (dostatoqnyh), pri kotoryh suwestvuet rexenie x(t) uravneniØ (1) opredelennoe na T i prinadleßawee zadannomu

1991 Mathematics Subject Classification: 34K15.

Key words and phrases: differenciØl~nye uravneniØ s maksimumami, naqal~naØ

funkciØ, zapazdyvanie, edinstvennost~ rexeniØ.

Received February 10, 1987. 139

mnoßestvu X, esli u(t) ∈ U . DlØ uproweniØ zapisi ispol~zuem v dal~- ne$ixem oboznaqeniØ: x_τ (t) = max τ∈[t−h(t,x(t)),t] x(τ ), x_{mτ} (t) = max τ∈[t−h(t,xm (t)),t] x(τ ), h_m = h(t, x_m(t)), m = 0, 1, 2, . . . a simbolom ||| · ||| oboznaqena tak nazyvaemaØ ravnomernaØ norma vektorno$i funkcii, ravnaØ sup || · ||.

Spravedliva sledu¸waØ

Teorema 1. Pust~

1) FunkciØ F (t, x, x_τ , u) opredelena i nepreryvna po svoim argumentam na R_1 = T × X × X × U , priqem v R_1 udovletvorØetsØ uslovie Lipxica (4) ||F (t, x, x_τ, u) − F (t, x^′, x^′_τ , u)|| ≤ L_1(||x − x^′|| + ||x_τ − x^′_τ ||; 2) na R_2 = T ×X zapazdyvanie h(t, x(t)) nepreryvno i udovletvorØetsØ neravenstvo 0 ≤ h(t, x(t)) < t i udovletvorØetsØ uslovie Lipxica s postoØnno$i L_2: (5) |h(t, x(t)) − h(t, x^′(t))| ≤ L_2||x − x^′||; 3) v R_1 funkciØ F (t, x, x_τ , u) ograniqena: (6) |||F (t, x, x_τ, u)||| ≤ L_3; 4) naqal~naØ funkciØ φ(t) udovletvorØet uslovi¸ Lipxica postoØnno$i L_3:

(7) ||φ(t_2) − φ(t_1)|| ≤ L_3|t_2 − t_1|, t_1, t_2 ∈ E_{t0} .

Togda pri l¸bom zadannom kusoqno-nepreryvnom funkcional~nom parametre u(t) ∈ U i na nekotorom otrezke [t_0, t^∗], t^∗ < t_1 suwestvuet edinstvennoe rexenie x(t) ∈ X sistemy (1) s naqal~nym usloviem (2).

Dokazatel~stvo. Budem stroit~ rexenie uravneniØ (1) pri naqal~nom

uslovii (2) s pomow¸ posledovatel~nyh priblißeni$i:

(8) x_0(t) = φ(t), t ∈ E_{t0} , x_0(t) = φ(t_0), t ≥ t_0, x_{m+1}(t) = φ(t_0) + ∫_t t0 F (s, x_m(s), x_{mτ} (s), u(s))ds, t ≥ t_0, x_{m+1}(t) = φ(t), t ∈ E_{t0} , m = 0, 1, 2, . . .. Utoqnim zamknutu¸ oblast~ X dlØ x(t) i t^∗, ukazannye v uslovii teorem.

Budem sqitat~, qto x(t) ∈ X, esli x(t) udovletvorØet neravenstvu (9) ||x(t) − φ(t_0)|| ≤ r, gde r - nekotoroe qislo, vybrannoe tak, qto v oblasti (9) udovletvorØ¸tsØ usloviØ teoremy i sup_t ||φ(t) − φ(t_0)|| ≤ r, t ∈ E_{t0}, (10) t^∗ = min(t_1, t_0 + r L ), (11) gde L = max(L_1, L_2, L_3). Qisla L_1, L_2, L_3 v uslovii teoremy zavisØt voobwe ot r.

Pokaßem snaqala, qto vse priblißeniØ x_m(t) osta¸tscØ v oblasti X pri t ∈ [t_0, t^∗]. De$istvitel~no, dlØ x_0(t) ffto spravedlivo srazu v silu neravenstva (10). Rassmotrim dlØ l¸bogo priblißeniØ x_{m+1}(t) raznost~ x_{m+1}(t) − φ(t_0):

(12) x_{m+1}(t) − φ(t_0) = ∫_t t0 F (s, x_m(s), x_{mr} (s), u(s))ds, sqitaØ, qto x_m(t) ∈ X, x_{mτ} (t) ∈ X, u(t) ∈ U, t ∈ [t_0, t^∗].

V silu (6) poluqim (13) ||x_{m+1}(t) − φ(t_0)|| ≤ ∫_t t0 |||F (s, x_m(s), x_{mr} (s), u(s))|||ds ≤ L_3(t^∗ − t_0) ≤ r otkuda soglasno (9).

Ocenim dalee raznosti x_{m+1}(t) − x_m(t), m = 0, 1, 2, . . .. Pri m = 0 imeem (14) x_1(t) − x_0(t) = { x_1(t) − φ(t_0), t ≥ t_0 0, t ∈ E_{t0} , otkuda (15) ||x_1(t) − x_0(t)|| ≤ L_3(t − t_0), t ∈ [t_0, t^∗], qto poluqaetsØ tak, ße, kak i (13). Pri m = 1 imeem

x_2(t) − x_1(t) = ∫_t t0 [F (s, x_1(s), x_{1τ} (s), u(s)) − F (s, x_0(s), x_{0τ} (s), u(s))]ds. V silu (4) (16) ||x_2(t) − x_1(t)|| ≤ L_1 ∫_t t0 (||x_1(s) − x_0(s)|| + ||x_{1τ} (s) − x_{0τ} (s)||)ds

142 A. R. MAGOMEDOV DlØ ||x_1(t) − x_0(t)|| imeem ocenku (15). Qtoby ocenit~ x_{1τ} (t) − x_{0τ} (t) napixem fftu raznost~ v vide x_{1τ} (t) − x_{0τ} (t) = max_{τ∈[t−h1,t]}x_1(τ ) − max_{τ∈[t−h0 ,t]}x_0(τ ) = = [ max τ∈[t−h1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_0(τ )] + [ max τ∈[t−h1,t] x_0(τ ) − max τ∈[t−h0 ,t] x_0(τ )].

K pervo$i raznosti v fftom ravenstve raznost~ maksimumov funkci$i x_{1τ} (t), x_{0τ} na odnom i tom ße otrezke [t − h_1, t] primenim neravenstvo (17) iz [9].

My poluqim s uqetom (15)

(17) || max τ∈[t−h1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1,t] x_0(τ )|| ≤ || max τ∈[t−h1,t] |x_1(τ ) − x_0(τ )||| ≤ ≤ |||x_1(t) − x_0(t)||| ≤ L_3(t − t_0). DlØ vtoro$i raznosti poluqim soglasno (7) || max τ∈[t−h1,t] x_0(τ ) − max τ∈[t−h0 ,t] x_0(τ )|| ≤ ||φ(t − h_1) − φ(t − h_0)||, t − h_1, t − h_0 ∈ E_{t0}. Soglasno (5), poluqim (18) ||φ(t − h_1) − φ(t − h_0)|| ≤ L_3|h_1 − h_0| ≤ L_3L_2||x_1(t) − x_0(t)|| ≤ L_2L^2_3(t − t_0) Sledovatel~no, (19) ||x_{1τ} (t) − x_{0τ} (t)|| ≤ L_3(1 + L_2L_3)(t − t_0). Togda (16) perepixetsØ v vide (20) ||x_2(t) − x_1(t)|| ≤ L_1L_3(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! . Pri m = 2 poluqim (21) ||x_3(t) − x_2(t)|| ≤ L_1 ∫_t t0 (||x_2(s) − x_1(s)|| + ||x_{2τ} (s) − x_{1τ} (s)||)ds Qtoby sravnit~ x_{2τ} (t) − x_{1τ} (t) na odinakovom intervale izmeneniØ t, zapixem (22) x_{2τ} (t) − x_{1τ} (t) = = [ max τ∈[t−h2,t] x_2(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_n(τ )] + [ max τ∈[t−h1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )].

S uqetom (17) poluqim

(23) || max τ∈[t−h2,t] x_2(τ ) − max τ∈[t−h2,t] x_1(τ )|| ≤ || max τ∈[t−h2,t] |x_2(τ ) − x_1(τ )||| ≤ ≤ |||x_2(t) − x_1(t)||| ≤ L_1L_3(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! , t > t_0.

DlØ ocenki vtoro$i raznosti v pervo$i qasti (22) uqtem, qto pri t ≥ t_0 (24) ẋ_1(t) = F (t, x_0(t), x_{0τ} (t), u(t)) soglasno (6) (25) |||ẋ_1(t)||| ≤ L_3, t > t_0. Pri t ∈ E_{t0} skorost~ rosta po norme naqal~no$i funkcii opredelØetsØ usloviem Lipxica (7) s postoØnno$i L_3. Ots¸da sleduet, qto pri t > t_0 (26) || max_{τ∈[t−h2,t]}x_1(τ ) − max_{τ∈[t−h1 ,t]}x_1(τ )|| ≤ L_3|h_2 − h_1|, gde t izmenØetsØ v naibol~xem iz otrezkov [t − h_1, t], [t − h_2, t].

Soglasno (5) (27) |h(t, x_2(t)) − h(t, x_1(t))| ≤ L_2||x_2(t) − x_1(t)||. V silu (20) |h(t, x_2(t)) − h(t, x_1(t))| ≤ L_1L_2L_3 (2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! i tak kak v (26) τ ≤ t, to (26) perepixem v vide

(28) || max τ∈[t−h2,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )|| ≤ ≤ L_1L_2L^2_3(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! . Takim obrazom, soglasno (23), (28) (29) ||x_{2τ} (t) − x_{1τ} (t)|| ≤ (1 + L_2L_3)L_1L^2_3(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! i s uqetom (20) neravenstvo (21) perepixem v vide (30) ||x_3(t) − x_2(t)|| ≤ L^2_1L_3(2 + L_2L_3)^2

(t − t_0)^3 3! . Pri m = 3 poluqim (31) ||x_4(t) − x_3(t)|| ≤ L^3_1L_3(2 + L_2L_3)^3

(t − t_0)^4 4! . Dal~ne$ixie ocenki (pri m = 4, 5, . . .) analogiqny. Na kaßdom xage dobavlØetsØ mnoßitel~ L_1(2 + L_2L_3) i integriruetsØ po t, t.e. (32) ||x_5(t) − x_4(t)|| ≤ L^4_1L_3(2 + L_2L_3)^4

(t − t_0)^5 5!

i t.d. Iz fftih ocenok vidno, qto posledovatel~nost~ {x_m(t)} shoditsØ i pri tom ravnomerno po t na intervale [t_0, t^∗]. V silu ravnomerno$i shodimosti ffta posledovatel~nost~ shoditsØ na [t_0, t^∗] k rexeni¸ x(t) ishodnogo uravneniØ (1) s naqal~nym usloviem (2). Pri fftom ffto rexenie nahoditsØ v oblasti (9).

Pokaßem teper~ edinstvennost~ fftogo rexeniØ. Pust~ uravnenie (1) imeet na otrezke [t_0, t^∗] takße drugoe rexenie x̄(t) i pri tom ße naqal~nom uslovii, priqem (33) ||x̄(t) − φ(t_0)|| ≤ r, t ∈ [t_0, t^∗]. Sopostavim x̄(t) i priblißeniØ x_0(t), x_1(t), . . . . My poluqim pri t ≥ t_0

(34) x̄(t) − x_0(t) = ∫_t t0 F (s, x̄(s), x̄_τ (s), u(s))ds i soglasno (5) pri t > t_0 ||x̄(t) − x_0(t)|| ≤ L_3(t − t_0). Rassmotrim dal~xe

(35) x̄(t) − x_1(t) = ∫_t t0 [F (s, x̄(s), x̄_τ (s), u(s)) − F (s, x_0(s), x_{0τ} (s), u(s))]ds. Soglasno (4) (36) ||x̄(t) − x_1(t)|| ≤ L_1 ∫_t t0 (||x̄(s) − x_0(s)|| + ||x̄_τ (s) − x_{0τ} (s)||)ds. Toqno tak ße, kak pri vyvode ocenki dlØ ||x_2(t) − x_1(t)||, poluqim

(37)

||x̄_τ (t) − x_{0τ} (t)|| ≤ L_3(1 + L_2L_3)(t − t_0), ||x̄(t) − x_1(t)|| ≤ L_1L_3(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! Dal~xe dlØ x̄(t) − x_2(t) poluqim, kak pri vyvode ocenki dlØ ||x̄(t) − x_2(t)|| ≤ L_1 ∫_t t0 (||x̄(s) − x_1(s)|| + ||x̄_τ (s) − x_{1t}(s)||)ds (38) { ||x̄_τ (t) − x_{1τ} (t)|| ≤ (1 + L_2L_3)L_2L_3(2 + L_2L_3)^{(t−t0)2}_{2!} , t > t_0, ||x̄(t) − x_2(t)|| ≤ L^2_1L_3(2 + L_2L_3)^{2 (t−t0)3}_{3!}

(39)

Analogiqno poluqim

(40) |x̄(t) − x_3(t)|| ≤ L^3_1(2 + L_2L_3)^3L_3

(t − t_0)^4 4! , i t.d. Iz fftih ocenok vidno, qto (41) ||x̄(t) − x_m(t)|| → 0 pri m → ∞ ravnomerno po t na otrezke [t_0, t^∗]. Ots¸da sleduet, qto rexenie uravneniØ (1), k kotoromu stremitsØ posledovatel~nost~ ØvlØetsØ na otrezke [t_0, t^∗] edinstvennym udovletvorØ¸wim naqal~nomu uslovi¸ (2). Tem samym teorema 1 pol~nost~¸ dokazana. �

2. Nepreryvnost~ rexeniØ po naqal~no$i funkcii. Rassmotrim te-

per~ vopros o nepreryvnosti rexeniØ ishodnogo uravneniØ (1) po naqal~no$i funkcii.

Pust~ imeetsØ na otrezke [t_0, t^∗] dva rexeniØ x(t) i x̃(t) uravneniØ (1), poroßdennyh odnim i tem ße funkcional~nym parametrom u(t), no sootvetstvu¸wih razliqnym naqal~nym funkciØm φ(t), φ̃(t).

Opredelenie 1. Rexenie x(t) nazovem nepreryvnym po naqal~no$i funkcii,

esli dlØ vsØkogo ε > 0 na$idetsØ takoe Δ > 0, qto iz neravenstva (42) ||φ(t) − φ̃(t)|| < Δ, t ∈ E_{t0} sleduet neravenstvo (43) |||x(t) − x̃(t)||| < ε, t ∈ [t_0, t^∗], gde x(t), x̃(t) - dva rexeniØ uravneniØ (1), sootvetstvu¸wie odnomu i tomu ße funkcional~nomu parametru i dvum naqal~nym funkciØm φ(t), φ̃(t).

Spravedliva sledu¸waØ

Teorema 2. Pust~ funkciØ F (t, x, xτ , u) i zapazdyvanie h(t, x(t)) v pravo$i

qasti uravneniØ (1) udovletvorØet v oblasti R_1 usloviØmi I^0, 2^0, 3^0 teoremy 1. Pust~ naqal~nye funkcii prinadleßat klassu Lipxicevyh funkcii s postoØnno$i L_3 iz usloviØ 3^0 teoremy 1.

Togda rexenie uravneniØ (1) pri zadanno$i funkcii, kotoroe suwestvuet i edinstvennoe po teoreme 1 na otrezke [t_0, ty^∗], nepreryvno po naqal~no$i funkcii na fftom otrezke.

Dokazatel~stvo. Pust~ x(t) i x̃(t) - dva rexeniØ uravneniØ (1) na otrez-

ke [t_0, t^∗], prinadleßawee oblasti X, odnim i tem ße funkcional~nym parametrom u(t), no sootvetstvu¸wie dvum razliqnym naqal~nym funkciØm φ(t), φ̃(t). Po uslovi¸ teoremy 1

(44) { ||φ(t_2) − φ(t_1)|| ≤ L_3|t_2 − t_1|, ||φ̃(t_2) − φ̃(t_1)|| ≤ L_3|t_2 − t_1|, t_1, t_2 ∈ E_{t0}, gde L_3 - postoØnnaØ v uslovii 3^0 teoremy 1. Pust~ (45) |||φ(t) − φ̃(t)||| < Δ, t ∈ E_{t0} . Soglasno teoreme 1 rexeniØ x(t) i x̃(t) moßno na$iti s pomow~¸ shodØwihsØ posledovatel~nyh priblißeni$i: x_k(t), x̃_k(t), k = 0, 1, 2, . . .. Budem sravnivat~ ffti priblißeniØ. My imeem { x̃_0(t) = φ̃(t),t ∈ E_{t0} x_0(t) = φ(t),t ∈ E_{t0} { x̃_0(t) = φ̃(t_0),t > t_0 x_0(t) = φ(t_0),t > t_0

(46) { ||x̃_0(t) − x_0(t)|| = ||φ̃(t_0) − φ(t_0)|| ≤ Δ, t > t_0, ||x̃_0(t) − x_0(t)|| = ||φ̃(t) − φ(t)|| ≤ Δ, t ∈ E_{t0}. (47) DlØ x̃_1(t), x_1(t) imeem vyraßeniØ

(48) x̃_1(t) = φ̃(t_0) + ∫_t t0 F (s, x̃_0(s), x̃_{0τ} (s), u(s))ds, t > t_0, x̃_1(t) = φ̃(t), t ∈ E_{t0} x_1(t) = φ(t_0) + ∫_t t0 F (s, x_0(s), x_{0τ} (s), u(s))ds, t ≥ t_0, x_1(t) = φ(t), t ∈ E_{t0}, gde (49) x̃_{0τ} (t) = max τ∈[t−h0,t] x̃_0(τ ), x_{0,τ} (t) = max_{τ∈[t−h0,t]}x_0(τ ), h̃_0 = h(t, x̃_0(t)), h_0 = h(t, x_0(t)).

DlØ raznosti x̃_1(t) − x_1(t) imeem pri t ≥ t_0

(50) x̃_1(t) − x_1(t) = φ̃(t_0) − φ(t_0)+ + ∫_t t0 [F (s, x̃_0(s), x̃_{0τ} (s), u(s)) − F (s, x_0(s), x_{0τ} (s), u(s))]ds, a soglasno (4)

(51) ||x̃_1(t) − x_1(t)|| ≤ ||φ̃(t_0) − φ(t_0)||+ +L_1 ∫_t t0 (||x̃_0(s) − x_0(s)|| + ||x̃_{0τ} (s) − x_{0τ} (s)||)ds. Ocenim raznosti x̃_{0τ} (t)−x_{0τ} (t). Esli t takovo, qto t−h_0 ≥ t_0, t−h_0 ≥ t_0, to v (49) t ≥ t_0, x̃_0(t) = φ̃(t_0), x_0(t) = φ(t_0) i ||x̃_{0τ} (t)−x_{0τ} || ≤ ||φ̃(t_0)−φ(t_0)|| ≤ Δ. Esli ße t takoe, qto naprimer t − h_0 < t_0, t − h_0 = t_0, to ||x̃_{0τ} (t) − x_{0τ} (t)|| = || max_{τ∈[t−h0,t]}φ̃(τ ) − max_{τ∈[t−h0 ,t]}φ(τ )|| my dolßny sravnivat~ φ̃(t) i φ(t) v raznyh toqkah. Ocenka (45) srazu niqego ne dast.

Perepixem raznost~ x̃_{0τ} (t) − x_{0τ} (t) v sledu¸wem vide

(52) x̃_{0τ} (t) − x_{0τ} (t) = max_{τ∈[t−h0,t]}x̃_0(τ ) − max_{τ∈[t−h0 ,t]}x_0(τ )]+ +[ max τ∈[t−h0,t] x_0(τ ) − max τ∈[t−h0 ,t] x_0(τ )], t ≥ t_0 tak qto

(53) ||x̃_{0τ} (t) − x_{0τ} (t)|| ≤ || max_{τ∈[t−h̃0,t]}x̃_0(τ ) − max_{τ∈[t−h̃0 ,t]}x_0(τ )||+ +|| max τ∈[t−h̃0,t] x_0(τ ) − max τ∈[t−h0 ,t] x_0(τ )||. Zdes~ my sravnivaem funkcii x̃_0(t), x_0(t) na odnom i tom ße otrezke [t − h̃_0, t] i odnu funkci¸ x_0(t) na raznyh otrezkah. DlØ pervo$i primenim neravenstvo iz [9] || max τ∈[t−h̃0,t] x̃_0(τ ) − max τ∈[t−h̃0,t] x_0(τ )|| ≤ || max τ∈[t−h̃0,t] |x̃_0(τ ) − x_0(τ )|||. Maksimum raznosti |x̃_0(t)−x_0(t)| dostigaetsØ v nekotory$i moment, priqem t ≤ t_0 ili t ≥ t_0 v zavisimosti ot t.

No pri l¸byh takih t spravedlivo (47), tak qto pri vseh t ≥ t_0 (54) || max_{τ∈[t−h̃0,t]}x̃_0(τ ) − max_{τ∈[t−h0,t]}x_0(τ )|| ≤ Δ, t ≥ t_0. Raznost~ max τ∈[t−h̃0 ,t] x_0(τ ) − max τ∈[t−h0,t] x_0(τ ) ravna nul¸, esli t − h̃_0 ≥ t_0, t − h_0 ≥ t_0.

Esli ße t − h̃_0 ≤ t_0, t − h_0 ≤ t_0 i naprimer t − h̃_0 < t − h_0, to ffta raznost~ opredelØetsØ izmeneniem naqal~no$i funkcii na intervale [t − h̃_0, t − h_0].

Soglasno (44) ||φ(t − h̃_0) − φ(t − h_0)|| ≤ L_3|h̃_0 − h_0|. Pri fftom

|h̃_0 − h_0| = |h(t, x̃_0(t)) − h(t, x_0(t))| ≤ L_3(||x̃_0(t) − x_0(t)||) ≤ L_2Δ, t ≥ t_0. Sledovatel~no, vsegda pri l¸byh t ≥ t_0 imeem (55) || max_{τ∈[t−h̃0,t]}x_0(τ ) − max_{τ∈[t−h0 ,t]}x_0(τ )|| ≤ L_2L_3Δ.

PolagaØ, qto L_2L_3 > 1 (fftomu uslovi¸ vsegda moßno udovletvorit~ sootvectvu¸wim naborom L_2, L_3). V silu (58) i (55) poluqim (56) ||x̃_{0τ} (t) − x_{0τ} (t)|| ≤ Δ(1 + L_2L_3), t ≥ t_0. Togda v sootvetstvii s (56), (47) poluqim (57) ||x̃_1(t) − x_1(t)|| ≤ Δ[1 + L_1(2 + L_2L_3)(t − t_0)]. Esli t < t_0, to (58) ||x̃_1(t) − x_1(t)|| = ||φ̃(t) − φ(t)|| ≤ Δ. Rassmotrim raznost~ x̃_2(t)−x_2(t), kotoraØ vyraßaetsØ analogiqno (50)

(59) x̃_2(t) − x_2(t) = φ̃(t_0) − φ(t_0)+ + ∫_t t0 [F (s, x̃_1(s), x̃_{1τ} (s), u(s)) − F (s, x_1(s), x_{1τ} (s), u(s))]ds iz sootvetstviØ s (3)

(60) ||x̃_2(t) − x_2(t)|| ≤ ||φ̃(t_0) − φ(t_0)||+ +L_1 ∫_t t0 (||x̃_1(s) − x_1(s)|| + ||x̃_{1τ} (s) − x_{1τ} (s)||)ds. Raspixem ocenku normy ||x̃_{1τ} (t) − x_{1τ} (t)|| po analogii s (53)

(61) ||x̃_{1τ} (t) − x_{1τ} (t)|| ≤ || max_{τ∈[t−h̃1,t]}x̃_1(τ ) − max_{τ∈[t−h̃1 ,t]}x_1(τ )||+ +|| max τ∈[t−h̃1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )||, h̃_1 = h(t, x̃_1(t)), h_1 = h(t, x_1(t)).

Togda soglasno [9] poluqim || max τ∈[t−h̃1,t] x̃_1(τ ) − max τ∈[t−h̃1,t] x_1(τ )|| ≤ ≤ || max τ∈[t−h̃1,t] |x̃_1(τ ) − x_1(τ )||| ≤ max_{τ∈[t−h̃1,t]}||x̃_1(τ ) − x_1(τ )||. Esli t takoe, qto t − h̃_1 > t_0, to dlØ ||x̃_1(t) − x_1(t)|| spravedlivo (57), a esli t takoe, qto t − h̃_1 < t_0, to spravedlivo (58). Ots¸da sleduet, qto pri l¸byh t ≥ t_0 imeem (62) || max τ∈[t−h̃1,t] x̃_1(τ ) − max τ∈[t−h1,t] x(τ )|| ≤ Δ[1 + L_1(2 + L_2L_3)(t − t_0)].

Dalee imeem

(63) || max τ∈[t−h̃1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )|| ≤ ≤ L_3|h̃_1 − h_1| ≤ L_2L_3(||x̃_1(t) − x_1(t)||), t ≥ t_0.

Takim obrazom, iz (61), (62), (63) imeem (64) ||x̃_{1τ} (t) − x_{1τ} (t)|| ≤ Δ[1 + L_1(2 + L_2L_3)(t − t_0)](1 + L_2L_3), t ≥ t_0. Togda s uqetom (57), (60), (64) poluqim

(65)

||x̃_2(t) − x_2(t)|| ≤ Δ + L_1Δ ∫_t t0 (2 + L_2L_3)[1 + (2 + L_2L_3)(s − t_0)]ds =

= Δ{1 + L_1(2 + L_2L_3)(t − t_0) − L^2_1(2 + L_2L_3)^2

(t − t_0)^2 2! }. Pri t ∈ E_{t0} imeem ||x̃_2(t) − x_2(t)|| ≤ Δ. Analogiqnym putem poluqim (66) ||x̃_3(t) − x_3(t)|| ≤ Δ{1 + q(t − t_0) + q^2

(t − t_0)^2 2! + q^3

(t − t_0)^3 3! }, t ≥ t_0, gde q = L_1(2 + L_2L_3), t.d. Pri l¸byh m poluqim ||x̃_m(t) − x_m(t)|| ≤ Δ{1 + q(t − t_0) + · · · + q^m (t − t_0)^m m! } < Δl^{q(t−t0)}, t ≥ t_0 Ots¸da sleduet, qto v predele pri m → ∞ imeet mesto sledu¸wee neravenstvo dlØ raznosti rexeni$i (67) ||x̃(t) − x(t)|| ≤ Δl^{q(t−t0)}, t ≥ t_0, a na otrezke [t_0, t^∗] ||x̃(t) − x(t)|| ≤ Δl^{q(t−t0)} ili (68) ||x̃(t) − x(t)|| ≤ Δl^{q rL} , gde r, L - qisla iz formuly (11). Iz (68) vytekaet nepreryvnost~ rexeniØ x(t) po naqal~no$i funkcii, tak kak pri zadannom ε > 0 poluqim neravenstvo (43), esli ||φ(t) − φ̃(t)|| ≤ εl^{−q rL} . Takim obrazom teorema dokazana. �

3. Nepreryvnost~ rexeniØ po otnoxeni¸ k funkcional~nomu parametru. DlØ funkcional~nogo parametra u(t), prinadleßawego klassu

kusoqno- -nepreryvnyh funkci$i vvedem sledu¸wu¸ ravnomernu¸ normu |||u||| = ∫_t t0 ||u(s)||ds. Pust~ imeetsØ soglasno teoreme 1 na otrezke [t_0, t^∗] dva rexeniØ x(t) i x̃(t) uravneniØ (1), sootvetstvu¸wih odno$i i to$i ße naqal~no$i funkcii, no poroßdennyh raznymi funkcional~nymi parametrami u(t), ũ(t).

Opredelenie 2. Budem govorit~, qto rexenie zadaqi (1), (2) nepreryvno

zavisit ot funkcional~nogo parametra u(t), esli dlØ l¸bogo ε > 0 na$idetsØ Δ > 0 takoe, qto iz

(69) ∫_t t0 ||u(s) − ũ(s)||ds < Δ sleduet neravenstvo (70) |||x(t) − x̃(t)||| < ε, t ∈ [t_0, t^∗]. Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 3. Pust~ udovletvorØetsØ usloviØ teorem 1 i 2 i pust~ funkciØ

F (t, x, x_τ , u) takße Lipxiceva s postoØnno$i L_1 po u v oblasti R_1 teoremy 1, t.e. (71) ||F (t, x̃, x̃_τ , ũ) − F (t, x, x_τ , u)|| ≤ L_1(||x̃ − x|| + ||x̃_τ − x_τ || + ||ũ − u||). Togda suwestvuet edinstvennoe rexenie x(t) uravneniØ (1), na otrezke [t_0, t^∗] pri zadanno$i naqal~no$i funkcii, nepreryvno po otnoxeni¸ k u(t).

Dokazatel~stvo. Pust~ x(t), x̃(t) - dva rexeniØ uravneniØ (1), sootvet-

stvu¸wie odno$i naqal~no$i funkcii φ(t) i razliqnym u(t), ũ(t) opredelennye na otrezke [t_0, t^∗]. Budem stroit~ ffti rexeniØ s pomow~¸ posledovatel~nyh priblißeni$i { x_0(t) = x̃_0(t) = φ(t), t ≥ t_0, x_0(t) = x̃_0(t) = φ(t), t ∈ E_{t0} ,

(72)

x_{k+1}(t) = φ(t_0) + ∫_t t0 F (s, x_k(s), max τ∈[s−hk ,s] x_k(τ ), u(s))ds, x̃_{k+1}(t) = φ(t_0) + ∫_t t0 F (s, x̃_k(s), max τ∈[s−h̃k ,s] x̃_k(τ ), ũ(s))ds, (73)

x_{k+1}(t) ≡ x̃_{k+1}(t) ≡ φ(t), t ∈ E_{t0}, x = 0, 1, 2, . . .. (74)

Sravnivaem ffti priblißeniØ, sqitaØ, qto (75)

∫_t� t0 ||u(t) − ũ(t)||ds ≤ Δ. My imeem

(76) x̃_0(t) − x_0(t) ≡ 0, t ≥ t_0, x̃_{k+1}(t) − x_{k+1}(t) ≡ 0, k = 0, 1, 2, . . ., x̃_1(t) − x_1(t) = ∫_t t0 [F (s, x̃_0(s), x̃_{0τ} (s), ũ(s)) − F (s, x_0(s), x_{0τ} (s), u(s))]ds i v silu (71)

(77) ||x̃_1(t) − x_1(t)|| ≤ L_1 ∫_t t0 (||x̃_0(s) − x_0(s)||+ +||x̃_{0τ} (s) − x_{0τ} (s)|| + ||ũ(s) − u(s)||)ds, gde h̃_0 = h(t, x̃_0(t)), h_0 = h(t, x_0(t)), priqem h̃_0 = h_0, tak kak x̃_0(t) = x_0(t) pri t ≥ t_0.

V silu (75), (76) imeem (78) ||x̃_0(t) − x_0(t)|| = 0,

∫_t� t0 ||ũ(t) − u(t)||dt ≤ Δ, t ∈ [t_0, t^∗]. Dalee imeem soglasno [9], poskol~ku || max τ∈[t−h̃0,t] x̃_0(τ ) − max τ∈[t−h̃0 ,t] x_0(τ )|| ≤ max τ∈[t−h̃0 ,t] ||x̃_0(τ ) − x_0(τ )|| = 0, tak kak x̃_0(t) − x_0(t) = 0 pri l¸bom t. Takim obrazom, iz (77) poluqim s uqetom (75) (79) ||x̃_1(t) − x_1(t)|| ≤ L_1Δ(t − t_0), t ∈ [t_0, t^∗]. DlØ x̃_2(t) − x_2(t), t ≥ t_0 imeem vyraßenie (80) x̃_2(t) − x_2(t) = ∫_t t0 [F (s, x̃_1(s), x̃_{1τ} (s), ũ(s)) − F (s, x_1(s), x_{1τ} (s), u(s))]ds, gde h̃_1 = h(t, x̃_1(t)), h_1 = h(t, x_1(t)) otkuda s uqetom (71) imeem pri t ≥ t_0

(81) ||x̃_2(t) − x_2(t)|| ≤ ≤ L_1 ∫_t t0 (||x̃_1(s) − x_1(s)|| + ||x̃_{1τ} (s) − x_{1τ} (s)|| + ||ũ(s) − u(s)||)ds.

152 A. R. MAGOMEDOV DlØ pervo$i i tret~e$i raznosti pod integralom imeem (79) i (75) sootvetstvenno. Vtoru¸ raznost~ ocenim tak ße kak i v sluqae dokazatel~- stva teoremy 1. Zapixem

(82) x̃_{1τ} (t) − x_{1τ} (t) = max_{τ∈[t−h̃1,t]}x̃_1(τ ) − max_{τ∈[t−h1 ,t]}x_1(τ ) = = [ max τ∈[t−h̃1,t] x̃_1(τ ) − max τ∈[t−h̃1 ,t] x_1(τ )] + [ max τ∈[t−h̃1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )].

DlØ pervo$i raznosti v (81) imeem soglasno [7] || max τ∈[t−h̃1,t] x̃_1(τ ) − max τ∈[t−h̃1 ,t] x_1(τ )|| ≤ max τ∈[t−h̃1 ,t] ||x̃_1(τ ) − x_1(τ )||. Sledovatel~no, pri l¸byh t ≥ t_0 (togda maksimum danno$i normy sprava dostigaetsØ ili pri nekotorom τ_∗ > t_0 (ili pri τ_∗ ∈ E_{t0} ) imeem soglasno (79)

(83) max τ∈[t−h̃1 ,t] ||x̃_1(τ ) − x_1(τ )|| < L_1Δ(τ_∗ − t_0), esli τ_∗ > t_0, max τ∈[t−h̃1 ,t] ||x̃_1(τ ) − x_1(τ )|| = 0, esli τ_∗ ∈ E_{t0}.

Tak kak τ_∗ ≤ t, to pri l¸bom t ∈ [t_0, t^∗] (84) max_{τ∈[t−h̃1 ,t]}||x̃_1(τ ) − x_1(τ )|| ≤ L_1Δ(t − t_0). DlØ vtoro$i raznosti v (82) imeem (85) || max τ∈[t−h̃1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )|| ≤ |||ẋ_1(t)||| · |h̃_1 − h_1|, t ≥ t_0, esli t − h̃_1 ≥ t_0, t − h_0 ≥ t_0, tak qto x_1(t) vyraßaetsØ soglasno (74), ili v silu (44). (86) || max τ∈[t−h1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1,t] x_1(τ )|| ≤ max(|||ẋ_1(t)|||, L_3) · |h̃_1 − h_1|, esli t − h̃_1 < t_0 ili t − h_0 < t_0. Tak kak |||ẋ_1(t)||| ≤ L_3 v silu (6), to iz (74), (84) i s uqetom (5) poluqim pri l¸bom t ≥ t_0,

(87) || max τ∈[t−h̃1,t] x_1(τ ) − max τ∈[t−h1 ,t] x_1(τ )|| ≤ L_3|h̃_1 − h_1| = = L_3|h(t, x̃_1(t)) − h(t, x_1(t))| ≤ L_2L_3||x̃_1(t) − x_1(t)|| ≤ L_1L_2L_3Δ(t − t_0).

Takim obrazom, poluqim pri t ≥ t_0 (88) || max τ∈[t−h̃1,t] x̃_1(τ ) − max τ∈[t−h1,t] x_1(τ )|| ≤ L_1(1 + L_2L_3)Δ(t − t_0).

Togda iz (82) poluqim pri t ≥ t_0 (89) ||x̃_2(t) − x_2(t)|| ≤ Δ[L_1(t − t_0) + L^2_1(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! ]. DlØ x̃_3(t) − x_3(t), t ≥ t_0 imeem vyraßenie, poluqa¸weesØ iz (81) posle zameny v pravo$i qasti vs¸du indeksa 1 na 2, otkuda

(90) ||x̃_3(t) − x_3(t)|| ≤ L_1 ∫_t t0 (||x̃_2(s) − x_2(s)||+ +|| max τ∈[t−h̃2,t] x_2(τ ) − max τ∈[t−h2 ,t] x_1(τ )|| + ||ũ(s) − u(s)||)ds, h̃_2 = h(t, x̃_2(t)), h_2 = h(t, x_2(t)).

DlØ pervo$i i tret~e$i raznosti pod integralom imeem ocenki (89), (75) sootvetstvenno. Vtoru¸ raznost~ ocenim tak ße, kak i v sluqae (82).

Zapixem

(91) max τ∈[t−h̃2,t] x̃_2(τ ) − max τ∈[t−h2 ,t] x_2(τ ) = [ max τ∈[t−h̃2,t] x̃_2(τ ) − max τ∈[t−h̃2,t] x_2(τ )]+ [ max τ∈[t−h̃2,t] x_2(τ ) − max τ∈[t−h2 t] x_2(τ )], otkuda poluqim, kak i vyxe || max τ∈[t−h̃2,t] x̃_2(τ ) − max τ∈[t−h̃2,t] x_2(τ )|| ≤ Δ(1 + L_2L_3)[L_1(t − t_0)+

+L^2_1(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! ]. Soglasno (89) poluqim dalee pri t ≥ t_0

(92) ||x̃_3(t) − x_3(t)|| ≤ ≤ Δ[L_1(t − t_0) + L^2_1(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^2 2! + L^3_1(2 + L_2L_3)

(t − t_0)^3 3! ]. Toqno takße poluqim pri l¸bom m ≥ 4 dlØ t ≥ t_0 ||x̃_m(t) − x_m(t)|| ≤ ΔL_1[(t − t_0) + q

(t − t_0)^2 2! + q^2

(t − t_0)^3 3! + · · · + q^{m−1} (t − t_0)^m m! ], gde q = L_1(2 + L_2L_3) ili (93) ||x̃_m(t) − x_m(t)|| ≤ ΔL_1 q (l^{q(t−t0)} − 1). V predele pri m → ∞ poluqim neravenstvo dlØ raznosti rexeni$i x̃(t) − x(t) pri t ≥ t_0 (94) ||x̃(t) − x(t)|| ≤ Δ L_1 q (l^{q(t−t0)} − 1).

Na otrezke [t_0, t^∗] (95) ||x̃(t) − x(t)|| ≤ Δ 2 + L_2L_3

(l^{q(t�−t0)} − 1) = Δ 2 + L_2L_3

gde r, L - qisla iz formul (11). Ots¸da vytekaet, qto pri zadannom ε > 0 poluqim neravenstvo ||x̃(t) − x(t)|| < ε, t ∈ [t_0, t^∗], esli |||ũ(t) − u(t)||| ≤ 2 + L_2L_3 l^{q r}L − 1 · ε, qto i pokazyvaet nepreryvnost~ rexeniØ x(t) uravneniØ (1) po otnoxeni¸ k u(t).

Takim obrazom teorema polnost~¸ dokazana.

Literatura [1] Azbeleev, N.V., Rahmatulina, L.F., Zadaqa Koxi dlØ differencial~nyh uravneni$i

s zapazdyva¸wim argumentom, DU 8 No 9 (1972), 1542-1552.

[2] Zverkin, A.I., Kamenski$i, G.A., Norkin, S.B., �l~sgol~c, L.�., Differencial~nye

uravneniØ s otklonØ¸wimscØ argumentom, UMN 17, vyp. 2(104) (1962), 77-164.

[3] Zverkin, A.I., Kamenski$i, G.A., Norkin, S.B., �l~sgol~c, L.�., Differencial~nye

uravneniØ s otklonØ¸wimsØ argumentom, P., Trudy seminara po teorii differ-

encial~nyh uravneni$i s otklonØ¸wimsØ argumentom (1963), 3-49, Universitet Drußby Narodov im. Lumumby, Moskva.

[4] Koddington, �.D., Levinson, N.L., TeoriØ obyknovennyh differencial~nyh uravneni$i, IL, M, 1958.

[5] Lika, D.A., RØbov, ı.A., Metody integraci$i i maßoriru¸wie uravneniØ LØpunova v teorii neline$inyh kolebani$i, Xtiinca, Kixenev, 1974.

[6] Magomedov, A.R., O nekotoryh voprosah differencial~nyh uravneni$i s maksimu-

mami, SeriØ fiz.-teh. i mat. nauk 1 (1977), 104-109, AN Azerb. SSR.

[7] Magomedov, A.R., RØbov, ı.A., Differencial~nye uravneniØ s maksimumami, 75

(1983), 1-32, AN Azerb. SSR Institut fiziki.

[8] �l~sgol~c, L.�., Norkin, S.B., Vvedenie v teori¸ differencial~nyh uravneni$i

s otklonØ¸wimsØ argumentom, Moskva “Nauka”, 1971.

[9] Magomedov, A.R., Nabiev, N.G., Teoremy o nelokal~no$i razreximosti naqal~no$i zadaqi dlØ sistem differencial~nyh uravneni$i s maksimumami, DAN Azerb. SSR, t.XL, No 5, 1984, pp. 14-19.

A. R. Magomedov 370054, Baku - 54 pos. Kirova, pereulok Motina, d. 1a Azerba$idßan