ARCHIVUM MATHEMATICUM (BRNO)

Tomus 28 (1992), 35 – 49

QISLO LEVENGE$iMA DL˚ ODNOGO IZ SKELETOV MNOGOOBRAZI$i BULEVYH ALGEBR

A. G. Pinus

Dedicated to Professor F. Šik on the occasion of his seventieth birthday

Abstract. VvodØtsØ ponØtiØ svobodnogo ffpiskeleta i qisla Levenge$ima dlØ svobodnogo ffpiskeleta proizvol~nogo mnogoobraziØ algebr. DokazyvaetsØ, qto qislo Levenge$ima dlØ svobodnogo ffpiskeleta mnogoobraziØ bulevyh algebr sovpadaet s qislom Levenge$ima polno$i logiki vtorogo porØdka.

PonØtiØ skeletov mnogoobrazi$i algebr byli vvedeny avtorom v rabotah [2], [3] i zatem, v celom rØde dal~ne$ixih rabot, dovol~no podrobno izuqalis~skelety kongruffnc-distributivnyh mnogoobrazi$i . V qastnosti, v rabotah [4], [5] dokazana nerazreximost~ fflementarnyh teori$i skeletov ffpimorfnosti i dekartova dlØ netrivial~nyh kongrueffnc-di-stributivnyh mnogoobrazi$i , a v rabote [6] - nerazreximost~ fflementarno$i teorii skeleta vloßimosti proizvol~nogo mnogoobraziØ soderßawego neodnofflementnu¸ kvaziprimal~nu¸ algebru.

Esli K-proizvol~ny$i klass algebr, to qerez IK oboznaqim sovokupnost~ vseh tipov izomorfizma K-algebr. Na sovokuposti IK vvodim otnoxeniØ kvaziporØdkov ≪, ≪ i operacii, vozmoßno qastiqnye, proizvedeni$i ×, ∗: dlØ a, b, c ∈ IK a ≪ b(a ≤ b) togda i tol~ko togda, kogda algebra tipa a ØvlØetsØ gomomorfnym obrazom algebry tipa b (algebra tipa a vloßima v algebru tipa b), a × b = c (a ∗ b = c) togda i tol~ko togda, kogda algebra tipa c izomorfna dekartovu (svobodnomu v K) proizvedeni¸ algebr tipa a i b. Skeletom ffpimorfnosti (vloßimosti, dekartovym, svobodnym) proizvol~nogo mnogoobraziØ M nazyvaetsØ kvaziuporØdoqenny$i klass ⟨IM; ≪⟩ (⟨IM; ≤⟩ , sootvetstvenno klass s polugruppovo$i operacie$i ⟨IM; ×⟩, ⟨IM; ∗⟩). Svobodnym ffpiskeletom mnogoobraziØ M nazovem algebraiqesku¸ sistemu vida ⟨IM; ∗, ≪⟩, t.e. kvaziuporØdoqenny$i klass nadelenny$i polugruppovo$i operacie$i ∗ soglasovanno$i s kvaziporØdkom ≪. DlØ l¸bogo kardinala k qerez M_{<k}

Key words and phrases: mnogoobraziØ algebr, logika vtorogo porØdka, skelety mnogoobrazi$i , qisla Levenge$ima.

Received March 23, 1990. 35

oboznaqim sovokupnost~{A ∈ M| |A| < k }. Ograniqennym skeletom ffpimorfnosti mnogoobraziØ M nazyvaetsØ kvaziuporØdoqnoe mnoßestvo

⟨IW<k; ≪⟩. Analogiqno opredelØ¸tsØ i drugie ograniqennye skelety na IW<k. Takim obrazom, ograniqenny$i svobodny$i ffpiskelet M ØvlØetsØ

kvaziuporØdoqenno$i polugrupo$i . Dalee ne budem priderßivat~sØ otliqiØ meßdu algebro$i i ee tipom izomorfizma.

Estestvenno predpoloßit~, qto dlØ bol~xih kardinalov ograniqennye skelety proizvol~nogo mnogoobraziØ M nasledu¸t osnovnye svo$istva skeletov. V qastnosti, req~ moßet idti o nasledovanii fflementarnyh svo$istv. Pri fftom, naibolee interesnym predstavlØetsØ ne prosto sovpadenie fflementarnyh teori$i ograniqennyh i neograniqennyh skeletov, a suwestvovanie dlØ l¸bogo nabora M-algebr A_1, . . . , A_n nabora algebr A^′_1, . . . , A^′_n iz ograniqennogo klasa M_{<k} fflementarnye svo$istva kotoryh v terminah sootvetstvu¸wego skeleta v klasse M_{<k} sovpada¸t s analogiqnymi svo$istvami algebr A_1, . . ., A_n vo vsem mnogoobrazii M. To est~ req~ idet o realizuemosti fflementarnyh tipov korteße$i fflementov neograniqennyh skeletov v ograniqennyh.

Qislom Levenge$ima dlØ skeleta ffpimorfnosti mnogoobraziØ M nazovem naimen~xi$i kardinal k tako$i , qto dlØ l¸byh M-algebr A_1, . . . , A_n

(n ∈ ω) na$idutsØ kardinal k^′ ≤ k i algebry A^′_1, . . ., A^′_n ∈ M_{<k}0 takie, qto

fflementarnye teorii modele$i ⟨IM; ≪, A_1, . . ., A_n⟩ i ⟨IM_{<k}0 ; ≪, A^′_1, . . ., A^′_n⟩ sovpada¸t. Analogiqnym obrazom vvoditsØ ponØtie qisla Levenge$ima dlØ drugih skeletov mnogoobraziØ. Qerez ℓ^{≪,∗}_W budem oboznaqat~ qislo Levenge$ima dlØ svobodnogo mnogoobraziØ M. Qerez ℓ^{≪,≤,×} oboznaqim qislo Levenge$ima skeleta ⟨IM; ≪, ≤, ×⟩.

Polno$i logiko$i vtorogo porØdka nazyvaetsØ rasxirenie uzkogo isqisleniØ predikatov s pomow~¸ formul v kotoryh dopuskaetsØ navexivanie kvantorov suwestvovaniØ i vseobwnosti po proizvol~nym predikatam. Qislom Levenge$ima polno$i logiki vtorogo porØdka ℓ^{II} nazyvaetsØ naimen~xi$i kardinal k tako$i , qto dlØ proizvol~no$i algebraiqesko$i sistemy A koneqno$i signatury suwestvuet algebraiqeskaØ sistema A^′ mownosti ne prevoshodØwe$i k i takaØ, qto teorii sistem A i

A^′ v polno$i logike vtorogo porØdka sovpada¸t. LokalizaciØ qisla Le-

venge$ima dlØ polno$i logiki vtorogo porØdka na kardinal~no$i xkale zavisit ot teoretiko-mnoßestvennyh predpoloßeni$i (sm. k primeru [8]).

V rabote [7] dokazano neravenstvo ℓ^{≪,≤,×}_M ≤ ℓ^{II} dlØ l¸bogo koneqno baziruemogo mnogoobraziØ M koneqno$i signatury. Bez truda zameqaetsØ, qto dokazatel~stvo fftogo neravenstva ostaetsØ spravedlivym i pri dobavlenii v signaturu skeleta operacii ∗. Takim obrazom, dlØ koneqno baziruemyh mnoobrazi$i koneqno$i signatury imeet mesto, v qastnosti, neravenstvo ℓ^{≪,∗}_M ≤ ℓ^{II} . V to$i ße rabote na primere kategoriqnyh mnogoobrazi$i zameqeno, qto neravenstvo ℓ^{≪,≪,×}_M ≤ ℓ^{II} moßet byt~ strogim i tam ße dokazano tak ße ravenstvo ℓ^×_M = ℓ^{II} (a, znaqit, i ℓ^{≪,≪,×}_M = ℓ^{II} ) dlØ l¸bogo netrivial~nogo koneqno baziruemogo kongruffnc-distributivno-go mnogoobraziØ M koneqno$i signatury vse algebry kotorogo soderßat podalgebru izomorfnu¸ nekotoro$i fiksirovanno$i prosto$i M - algebre. Soderßanie ße danno$i raboty svoditsØ k dokazatel~stvu ravenstva

ℓ^{≪,∗}M = ℓ^{II} dlØ mnogoobraziØ bulevyh algebr. Oboznaqim poslednee kak BA. Esli L - nekotoroe line$ino uporØdoqenoe mnoßestvo (lum) s pervym - a i poslednim fflementami, to qerez B(L) oboznaqim integral~nu¸ bulevu algebru poroßdennu¸ L , t.e. bulevu algebru podmnoßestv mnoßestva L r {a} poroßdenu¸ intervalami vida (c, d] , gde c, d ∈ L. Pri fftom lum L budem otoßdestvlØt~ s line$ino uprØdoqennym podmnoßestvom fflementov bulevo$i algebry B(L) vida (a, b], gde b ∈ L. DlØ l¸bo$i bulevo$i algebry B i l¸bogo ee fflementa a qerez

B ¯ a oboznaqim bulevu¸ algebru inducirovanu¸ algebro$i B na

mnoßestve {b ∈ B|b ≤ a}. DlØ l¸bo$i algebraiqesko$i sistemy A i l¸bo$i fflementarno$i formuly φ(x) signatury sistemy A qerez φ(A) oboznaqim mnoßestvo {a ∈ A|A |= φ(a)}.

Teorema. V predpoloßenii obobwenno$i kontinuum gipotezy (OKG),

qislo Levenge$ima dlØ svobodnogo ffpiskeleta mnogoobraziØ bulevyh algebr ravno qislu Levenge$ima dlØ polno$i logiki vtorogo porØdka.

Dokazatel~stvo. V silu otmeqennogo vyxe imeet mesto neravenstvo

ℓ^{≪,∗}_{BA} ≤ ℓ^{II} i takim obrazom, v dokazatel~stve nußdaetsØ lix~ obratnoe

neravenstvo ℓ^{II} ≤ ℓ^{≪,∗}_{BA} .

Qerez K_i oboznaqim klass algebraiqeskih sistem vida ⟨ω_i ∪ 2^{ωi} ∪

ω^′_i; U, V, ∈, g, f, a_1, . . . , a_n⟩, gde ω_i - proizvol~ny$i ordinal, 2^{ωi} mnoßestvo

vseh podmnoßestv mnoßestva ω_i, ω^′_i - diz¨¸nktnoe s ω_i ∪ 2^{ωi} mnoßestvo mownosti ℵ_i, U (V ) - odnomestny$i predikat vydelØ¸wi$i fflementy mnoßestva ω_i(ω^′_i), ∈ - dvumestny$i predikat prinadleßnosti meßdu fflementami ω_i i 2^{ωi} , g - vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie mnoßestva ω_i na mnoßestvo ω^′_i, f - vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie mnoßestva ω_i × ω^′_i na ω_i, a_1, . . . , a_n - nekotorye konstanty prinadleßawie 2^{ωi} . Pust~ K =

∪_{i∈Ord} K_i gde Ord - klass vseh ordinalov.

Zametim, qto ℓ^{II} ØvlØetsØ predel~nym kardinalom. Takim obrazom oqevidno, qto dlØ dokazatel~stva neravenstva ℓ^{II} ≤ ℓ^{≪,∗}_M dostatoqno postroit~ taku¸ sistemu formul signatury ⟨≪, ∗⟩ : S(x, ȳ), Q(x, z, ȳ),

Φ_1(x, ȳ), Φ_2(x, ȳ), Φ_3(x, z, ȳ), Φ_4(x, z, ȳ), Φ_5(x, z, u, ȳ), Φ_6(ȳ, t̄) (zdes~ ȳ - korteß

peremennyh y_1, y_2, . . . , y_{23},^¯t - korteß t_1, . . . , t_n), qto:

A) dlØ l¸bogo j, dlØ l¸byh fflementov c_1, . . ., c_{23}, d_1, . . ., d_n (sootvetstvu¸wie korteßi oboznaqim kak c̄ i^¯d) iz IM_{<ℵj} (IM) takih, qto

⟨IM<ℵ_j ; ≪, ∗⟩ |= Φ6(c̄,^¯d)(⟨IM; ≪, ∗⟩⟩ |= Φ6(c̄,^¯d)) ukazannye formuly opre-

delØ¸t v skelete ⟨IM_{<ℵj} ; ≪, ∗⟩ (v skelete ⟨IM; ≪, ∗⟩) algebraiqesku¸ sistemu A_1 = ⟨S(IM_{<ℵj} , c̄)/Q(x, z, c̄); Φ_1(x, c̄), Φ_2(x, c̄), Φ_3(x, z, c̄), Φ_4(x, z, c̄), Φ_5(x, z, u, c̄), d̄⟩) (sistemu A_1 = ⟨S(IM, c̄)/Q(x, z, c̄); Φ_1(x, c̄), . . . , Φ_5(x, z, u, c̄), d̄⟩) izomorfnu¸ nekotoro$i sisteme iz klassa K i pri fftom, estestvenno,

esli |A_1| = 2^{ℵi} = ℵ_{i+1}, to 2^{ℵi} = ℵ_{i+1} ≤ P_{ℓ<j} 2^{ℵj} = P_{ℓ<j} ℵ_{ℓ+1};

B) dlØ l¸bogo ordinala i, dlØ proizvol~no$i sistemy A ∈ K_i suwestvuet vybor parametrov c̄,^¯d ∈ IM_{<ℵi+2} tako$i , qto dlØ l¸bogo ℵ_j ≥ ℵ_{i+2}⟨IM; ≪, ∗⟩ |= Φ_6(c̄, d̄), ⟨IM_{<ℵj} ; ≪, ∗⟩ |= Φ_6(c̄, d̄) i ⟨S(IM, c̄)/Q(x, z, c̄); Φ_1(x, c̄), . . . , Φ_5(x, z, u, c̄), d̄⟩ ∼= ⟨S(IM_{<ℵj} , c̄)/Q(x, z, c̄); Φ_1(x, c̄), . . . , Φ_5(x, z, u, c̄), d̄⟩ ∼= A. DlØ l¸byh lum ⟨A; ≤⟩, ⟨B; ≤⟩ qerez ⟨A; ≤⟩ · ⟨B; ≤⟩ oboznaqim ih leksikografiqeskoe proizvedenie, t.e. dekartovo proizvedenie A × B mnoßestv A i B porØdok na kotorom opredelØetsØ usloviem: ⟨a_1, b_1⟩ ≤

⟨a_2, b_2⟩ togda i tol~ko togda, kogda b_1 ≤ b_2 ili b_1 = b_2 i a_1 ≤ a_2.

Esli ⟨B; ≤⟩ i ⟨A_b; ≤⟩ pri b ∈ B nekotorye lum, to P_{b∈B}⟨A_b; ≤⟩ ØvlØetsØ mnoßestvom ∪_{b∈B} A_b (pri uslovii, qto A_{b1} ∩ A_{b2} = ∅ dlØ b_1 ≠ b_2) line$iny$i porØdok na kotorom opredelen tak: a ≤ c v P_{b∈B}⟨A_b; ≤⟩, esli libo a, c ∈ A_b dlØ nekotorogo b ∈ B i a ≤ c v ⟨A_b; ≤⟩, libo a ∈ A_{b1} , c ∈ A_{b2} i b_1 < b_2 v ⟨B; ≤⟩. V rabote Bonneta [1], v predpolßenii OKG, dlØ l¸bogo ordinala i postroeny lum L_i takie, qto:

1) |L_i| = ℵ_{i+1} i dlØ l¸byh a < b ∈ L_i |(a, b)| = ℵ_{i+1},

2) dlØ l¸bogo C ⊆ L_i i l¸bogo izotonnogo ili antiizotonnogo otobraßeniØ f lum C v lum L_i imeet mesto neravenstvo |{a ∈ C|f(a) ≠ a}| ≤ ℵ_i. Pust~ L^i_j (j ∈ ω_i + 2) - nekotoraØ sistema otkrytyh poparno diz¨¸nktnyh intervalov lum L_i. Togda s pomow~¸ rassußdeni$i analogiqnyh dokazatel~stvam raboty [1] bez truda dokazyva¸tsØ sledu¸wie svo$istva bulevyh algebr B(1 + L^i_j + 1) (oboznaqim dalee ffti algebry kak B^i_j):

3) |B^i_j| = ℵ_{i+1} i dlØ l¸bogo 0 ≠ a ∈ B^i_j |B^i_j ¯ a| = ℵ_{i+1};

4) dlØ l¸byh j_1 ≠ j_2 i l¸byh bulevyh algebr B_1, B_2 ØvlØ¸wihsØ podalgebrami algebr B^i_{j1} , B^i_{j2} sootvetstvenno, esli dlØ nekotoro$i bulevo$i algebry B imeet mesto B ≪ B_1 i B ≪ B_2, to |B| ≤ ℵ_i;

5) dlØ l¸byh j_1, j_2 i l¸bogo C ⊆ L^i_{j1} , esli dlØ l¸byh a, b ∈ C

|(a, b)| = ℵ_{i+1} i h - nekotoroe vloßenie algebry B(C) v algebru B^i_{j2} , to j_1 = j_2 i h - toßdestvenno.

Pust~ algebraiqeskaØ sistema A = ⟨ω_i ∪2^{ωi} ∪ω^′_i; U, V, ∈, g, f, a_1, . . . , a_n⟩ ∈

Ki. Pereindeksiruem mnoßestvo {L^i_j |j ∈ ωi+2} tak, qtoby rol~ indeksnogo

mnoßestva ω_i+2 igralo teper~ ob¨edinenie diz¨¸nktnyh mnoßestv ω_i+2

QISLO LEVENGE$iMA DL˚ ODNOGO IZ SKELETOV 39 i ω^′_i. Rassmotrim sledu¸wie lum:

M^1A = 1 + X ⟨k,ℓ⟩∈ω_i×ω_i [(L^i_{ωi} + 1 + L^i_k + 1 + L^i_{g(ℓ)} + 1) · ω_{i+1}+ + (L^i_{ωi+1} + 1 + L^i_{f (k,g(ℓ))} + 1) · ω^∗_{i+1}];

M^2A = 1 + X k∈ω_i [(L^i_{ωi} + 1 + L^i_k + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1 + L^i_{g(k)} + 1) · ω^∗_{i+1}];

M^3A = 1 + X k∈ω_i [(L^i_{ωi} + 1 + L^i_k + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1)ω^∗_{i+1}];

M^4A = 1 + X k∈ω_i [(L^i_{ωi} + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1 + L^i_{g(k)} + 1) · ω^∗_{i+1}];

M^5A = 1 + (L^i_{ωi} + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi +1} + 1) · ω^∗_{i+1}; M^6A = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · ω^∗_{i+1};

M^7A = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · ω_{i+1}+ + (L^i_{ωi+1} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · ω^∗_{i+1};

M^8A = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1) · ω^∗_{i+1};

M^9A = 1 + (L^i_{ωi} + 1)ω_{i+1} + (L^i_{ωi +1} + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · ω^∗_{i+1};

Pust~ {α_j|j ∈ ω_{i+1}} - sovokupnost~ vseh lum (s toqnost~¸ do izomorfizma) mownosti ne prevoshodØwe$i ℵ_i. Poloßim γ_i = P_{j∈ωi+1} (1 + α_j +

1) + 1. V qastnosti, dlØ l¸bogo lum L mownosti ne prevoshodØwe$i ℵ_i 1 + L + 1 ≪ γ_i i dlØ l¸bogo lum takogo qto β ≪ γ_i, dlØ l¸byh a, b ∈ β |(a, b)| ≤ ℵ_i. Pust~^{ωi} 2 - lekcikografiqeski uporØdoqennoe mnoßestvo vseh ω_i - posledovatel~noste$i iz 0 i 1. Napomnim, qto v^{ωi} 2 net podmnoßestv tipa

ω_{i+1} i ω^∗_{i+1}. Pust~ h - vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie^{ωi} 2 na ω_{i+1}.

DlØ l¸bogo m ∈^{ωi} 2 opredelim lum:

M^{10}A (m) = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · h(m) + (L^1_{ωi} + 1 + γ_i+ + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · ω^∗_{i+1};

40 A. G. PINUS

M^{11}A = X m∈^ωi 2 M^{10}A (m) + 1;

M^{12}A (m) = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · h(m) + (L^i_{ωi} + 1+ + X_{k∈ωi Lik + 1 + γi + 1) · ωi+1 + (Liωi +1 + 1 +} X_{k∈ωi Lik + 1) · ω∗i+1;} M^{13}A = X m∈^ωi 2 M^{12}A (m) + 1;

M^{14}A (m) = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi +1} + 1+ + γ_i + 1) · ω^∗_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · (h(m))^∗;

M^{15}A = X m∈^ωi 2 M^{14}A (m) + 1;

M^{16}A (m) = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i +1) · h(m) + (L^i_{ωi} + 1 + γ_i + 1) · ω_{i+1}+ + (L^i_{ωi +1} + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · ω^∗_{i+1};

M^{17}A = X m∈^ωi 2 M^{16}A (m) + 1;

M^{18}A (m) = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi +1} + 1 + γ_i + 1) · ω^∗_{i+1}+ + (L^i_{ωi +1} + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · (h(m))^∗;

M^{19}A = X m∈^ωi 2 M^{18}A (m) + 1;

M^{20}A = 1 + (L^i_{ωi} + 1 + X k∈ω_i L^i_k + 1) · h(m) + (L^i_{ωi} + 1 + γ_i + 1) · ω_{i+1}+ + (L^i_{ωi +1} + 1) · ω^∗_{i+1};

M^{21}A = X m∈^ωi 2 M^{20}A (m) + 1;

M^{22}A (m) = 1 + (L^i_{ωi} + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1 + γ_i + 1) · ω^∗_{i+1}+ + (L^i_{ωi +1} + 1 + X k∈ω_i L^i_{g(k)} + 1) · (h(m))^∗;

M^{23}A = X m∈^ωi 2 M^{22}A (m) + 1;

Napomnim, qto qerez ȳ oboznaqen korteß peremennyh y_1, y_2, . . . , y_{23}, qerez B(M_A) oboznaqim korteß bulevyh algebr B(M^1_A), B(M^2_A), . . .

. . . , B(M^{23}A ).

Rassmotrim formulu Ψ_1(x, ȳ) = (y_5 ≪ x ≪ y_2&x ≪ y_6&x ≪̸ y_{17}&x ≪̸

y_{19}). Pust~ ⟨IBA; ≪⟩ |= Ψ_1(B, B(MA)) i pust~ h i g - gomomorfizmy

bulevyh algebr B(M^2_A) na B i B na B(M^5_A) sootvetstvenno. OtoßdestvlØØ, kak ukazano vyxe, lum M^2_A s sootvetstvu¸wim line$ino uporØdoqennym podmnoßestvom bulevo$i algebry B(M^2_A), poluqaem suwestvovanie lum

L = h(M^2A) takogo, qto B = B(L) i ograniqenie h na lum M^2A ØvlØetsØ

gomomorfizmom lum M^2_A na lum L. L¸bo$i gomomorfizm lum S na lum R estestvennym obrazom induciruet izomorfnoe vloßenie lum R v lum S i, tem samym, lum L moßet byt~ otoßdestvleno s nekotorym podmnoßestvom lum M^2_A. Rassmotrim teper~ gomomorfizm g bulevo$i algebry B(L) na algebru B(M^5_A) i inducirovannoe im vloßenie ψ bulevo$i algebry B(M^5_A) v algebru B(L) ⊆ B(M^2_A) (kotoroe suwestvuet po horoxo izvestno$i retraktivnosti interval~nyh bulevyh algebr).

Nazovem blokom T_k lum M^2_A interval fftogo lum porØdkovogo tipa

(L^i_{ωi} +1+L^i_k +1)·ω_{i+1} +(L^i_{ωi +1} +1+L^i_{g(k)} +1)·ω^∗_{i+1} . V silu svo$istva 5) bulevyh

algebr B^i_j = B(L^i_j ) netrudno zametit~, qto kaßdy$i iz intervalov L^i_{ωi} ,

L^i_{ωi+1} ⊆ M^5A ⊆ B(M^5A) otobraßaetsØ vloßeniem ψ v podmnoßestva lum M^2A ⊆ B(M^2A) ime¸wie tol~ko tako$i ße tip. Krome togo, ispol~zuØ

otdelimost~ nekotorym fflementom bulevo$i algebry B(M^2_A) line$ino uporØdoqennyh podmnoßestv (L^i_{ωi} + 1 + L^i_k0 + 1) · ω_{i+1} i (L^i_{ωi+1} + 1 +

L^i_{g(k00)} + 1) · ω^∗_{i+1} lum M^2A pri k^′ ≠ k^{′′} i neotdelimost~ podmnoßestv

(L^i_{ωi} + 1)ω_{i+1} i (L^i_{ωi+1} + 1)ω^∗_{i+1} lum M^5A s pomow~¸ fflementov algebry B(M^5A) poluqaem, qto vse, krome vozmoßno malogo (to est~ mownosti

men~xe$i qem ℵ_{i+1}) qisla, intervaly lum vida ψ(L^i_{ωi} ), ψ(L^i_{ωi +1}) (pri L^i_{ωi} ,

L^i_{ωi+1} ⊆ M^5A) soderßatsØ v odnom iz blokov T_{k1} lum M^2A. Tak kak kaßdoe

iz L^i_{ωi} otdelimo ot sovokupnosti lum L^i_{ωi+1} v M^5_A, to netrudno videt~ i to, qto kaßdoe iz L^i_{ωi} , L^i_{ωi +1} ⊆ M^5_A razbivaetsØ samoe bol~xoe na maloe (v ukazannom vyxe smysle) qislo intervalov takih, qto ih ψ - obrazy soderßatsØ v kakom-libo odnom iz intervalov vida L^i_{ωi} , L^i_{ωi+1} ukazannogo bloka T_{k1} . �ti rassußdeniØ privodØt k tomu, qto lum L obØzano imet~ vid (I) X_L + X r∈ω_i+1 (L^{ir}_{ωi} + 1 + A_r + 1) + X r∈ω�_i+1 (L^{ir}_{ωi+1} + 1 + B_r + 1) + Y_L,

gde X_L, Y_L - nekotorye lum, a A_r (B_r ) pri r ∈ ω_{i+1} (r ∈ ω^∗_{i+1}) otoßdestvimy s podmnoßestvami malyh summ lum vida (L^i_{ωi} + 1 + L^i_{k1} + 1) ((L^i_{ωi+1} +

1 + L^i_{g(k1)} + 1)). Zdes~ L^{ir}_{ωi} , L^{ir}_{ωi +1} - nekotorye intervaly lum L^i_{ωi} , L^i_{ωi+1}

sootvetstvenno.

Neravenstvo B = B(L) ≪ B(M^6_A) vleqet, qto lum X_L i Y_L ØvlØ¸tsØ gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi} + 1 +

P_{k∈ωi Lik+1) ili (Liωi +1+1+}P_{k∈ωi Lig(k)+1). V svo¸ oqered~, vypolnimost~}

na ⟨IBA; ≪⟩ formuly B = B(L) ≪̸ B(M^{17}_A )&B = B(L) ≪̸ B(M^{19}_A ) vleqet suwestvovanie kofinal~nogo v ω_{i+1} podmnoßestva R_1 (koinicial~nogo v ω^∗_{i+1} podmnoßestva R_2) takogo, qto A_r pri r ∈ R_1 (B_r pri r ∈ R_2) soderßat intervaly A^′_r (B^′_r ) mownosti ℵ_{i+1} izomorfnye podmnoßestvam lum L^i_{k1} (L^i_{g(k1 )}).

Qerez Ψ_2(x, ȳ) oboznaqim sledu¸wu¸ formulu signatury ⟨≪⟩ : y_5 ≪

x ≪ y_1&x ≪ y_7&x ≪̸ y_{11}&x ≪̸ y_{13}&x ≪̸ y_{15}. Analogiqno tomu kak

ffto prodelano vyxe dlØ formuly Ψ_1(x, ȳ) pokazyvaetsØ, qto dlØ l¸bo$i bulevo$i algebry B tako$i , qto ⟨IBA; ≪⟩ |= Ψ_2(B, B(M_A)) suwestvuet lum L takoe, qto B ∼= B(L) i

(2) L = Z_L + X r∈ω_i+1 (L^{ir0}_{ωi} + 1 + C_r + 1) + X r∈ω�_i+1 (L^{ir0}_{ωi +1} + 1 + D_r + 1) + W_L,

gde Z_L, W_L - ØvlØ¸tsØ gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi} + 1 + P_{k∈ωi} +1 + P_{k∈ωi} L^i_{g(k)} + 1) i (L^i_{ωi+1} + 1 + P_{k∈ωi} L^i_k + 1), a C_r(D_r ) pri r ∈ ω_{i+1} (r ∈ ω^∗_{i+1}) otoßdestvimy s podmnoßestvami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi} + 1 + L^i_{k2} + 1 + L^i_{g(k3)} + 1) ((L^i_{ωi +1} +

1 + L^i_{f (k2,g(k3))} + 1)) dlØ nekotoryh fiksirovannyh k_2, k_3 ∈ ω_i. Pri fftom

suwestvu¸t kofinal~nye v ω_{i+1} (koinicial~noe v ω^∗_{i+1}) podmnoßestva

R_3, R_4(R_5) takie, qto C_r pri r ∈ R_3 (r ∈ R_4) i D_r pri r ∈ R_5 soderßat

intervaly C^′_r, D^′_r mownosti ℵ_{i+1} izomorfnye, sootvetstvenno, nekotorym podmnoßestvam lum L^i_{k2} (L^i_{g(k3)}) i L^i_{f (k2,g(k3))}. Kak i vyxe L^{ir0}_{ωi} , L^{ir0}_{ωi+1} - intervaly lum L^i_{ωi} , L^i_{ωi+1} .

Qerez Φ_1(x, ȳ) i Φ_2(x, ȳ) oboznaqim sootvetstvenno formuly:

y_5 ≪ x ≪ y_3&x ≪ y_8&x ≪̸ y_{21},

y_5 ≪ x ≪ y_4&x ≪ y_9&x ≪̸ y_{23}.

Tak ße kak i vyxe zameqaetsØ sledu¸wee:

esli ⟨IBA; ≪⟩ |= Φ_1(B, B(M_A)), to suwestvuet L takoe, qto B ∼= B(L) i

(3) L = U_L + X r∈ω_i+1 (L^{ir00}_{ωi} + 1 + E_r + 1) + (L^{ir00}_{ωi+1} + 1) · ω^∗_{i+1} + V_L,

gde U_L, V_L ØvlØ¸tsØ gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi} + 1 + P_{k∈ωi} L^i_k + 1) i (L^i_{ωi+1} + 1), a E_r pri r ∈ ω_{i+1} otoßdestvimy s podmnoßestvami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi} + 1 + L^i_{k4} + 1) dlØ nekotorogo fiksirovannogo k_4 ∈ ω_i. Pri fftom suwestvuet kofinal~noe v

ω_{i+1} podmnoßestvo R_6 takoe, qto pri r ∈ R_6 lum E_r soderßit interval E^′_r mownosti ℵ_{i+1} izomorfny$i nekotoromu podmnoßestvu lum L^i_{k4} , a L^{ir00}_{ωi} , L^{ir00}_{ωi+1} - intervaly lum L^i_{ωi} , L^i_{ωi+1}.

Esli ⟨IBA; ≪⟩ |= Φ_2(B, B(M_A)), to suwestvuet lum L takoe, qto B ∼= B(L) i (4) L = S_L + (L^{ir000}_{ωi} + 1) · ω_{i+1} + X r∈ω�_i+1 (L^{ir000}_{ωi +1} + 1 + F_r + 1) + T_L,

gde S_L, T_L ØvlØ¸tsØ gomomorfnymi obrazami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi+1} +1+P_{k∈ωi} L^i_{g(k)} +1) i (L^i_{ωi} +1), a F_r pri r ∈ ω_{i+1} otoßdestvimy s podmnoßestvami nekotoryh malyh summ lum vida (L^i_{ωi +1} + 1 + L^i_{g(k5)} + 1) dlØ nekotorogo fiksirovannogo k_5 ∈ ω_i. Pri fftom suwestvuet koinicial~noe v ω^∗_{i+1} podmnoßestvo R_7 takoe, qto pri r ∈ R_7 lum F_r soderßit interval F^′_r mownosti ℵ_{i+1} izomorfny$i nekotoromu podmnoßestvu lum

L^i_{g(k5)}, a L^{ir000}_{ωi} , L^{ir000}_{ωi+1} zdes~ intervaly lum L^i_{ωi} , L^i_{ωi+1}.

Zametim, qto ukazannye dlØ formul Ψ_i(B, . . . ), Φ_i(B, . . . ) ordinaly

k_1, k_2, k_3, k_4, k_5 zavisØt ot vybora bulevo$i algebry B i oboznaqim dalee

ffti k_j kak k_j(B).

Qerez Ψ_3(x, z, ȳ) oboznaqim formulu:

Φ_1(x, ȳ)&Φ_1(z, ȳ)&∃t(Φ_1 (t, ȳ)&x ≪ t&z ≪ t).

Iz dokazannogo vyxe praktiqeski oqevidno, qto formula Ψ_3(x, z,

B(MA)) opredelØet otnoxenie ffkvivalentnosti ∼_1 na mnoßestve P_1 =

{B|⟨IBA; ≪⟩ |= Φ1(B, B(MA))} i pri fftom dlØ l¸byh B, C ∈ P1 B ∼1 C

togda i tol~ko togda, kogda k_4(B) = k_4(C). Analogiqno, formulo$i

Ψ_4(x, z, ū) = Φ_2(x, ȳ)&Φ_2(z, ȳ)&∃t(Φ_2(t, ȳ)&x ≪ t&z ≪ t)

pri ȳ = B(M_A) na mnoßestve P_2{B|⟨IBA; ≪⟩ |= Φ_2(B, B(M_A))} opredelØetsØ otnoxenie ffkvivalentnosti ∼_2 takoe, qto dlØ B, C ∈ P_2 B ∼_2 C togda i tol~ko togda, kogda k_5(B) = k_5(C).

Qerez Ψ_5(x, ȳ) oboznaqim formulu x ≪ y_3 i pust~ P_3 = {B|⟨IBA; ≪⟩ |=

Ψ_5(B, B(MA))}. Qerez Φ_3(x, z, ȳ) oboznaqim formulu Φ_1(x, ȳ)&Ψ_5(z, ȳ)& x ≪ z. Otnoxenie ∼_3 opredelim na mnoßestve P_3 s pomow~¸ formuly Ψ_6(x, z, ȳ) = Ψ_5(x, ȳ)&Ψ_5(z, ȳ)&∀t(Φ_1(x, ȳ) → [t ≪ x ←→ t ≪ z]). Qerez S(x, ȳ) oboznaqim formulu Φ_1(x, ȳ) ∨ Φ_2(x, ȳ) ∨ Ψ_5(x, ȳ). Pust~ ∼ - ffkviva-

lentnost~ operedelennaØ na mnoßestve P_1 ∪ P_2 ∪ P_3 i sovpada¸waØ na P_i sootvetstvenno s ffkvivalentnostØmi ∼_i, t.e. na IBA otnoxenie ∼ opredelØetsØ formulo$i Q(x, z, B(M_A)), gde Q(x, z, ȳ) = Ψ_3(x, z, ȳ) ∨ Ψ_4(x, z, ȳ) ∨

Ψ_6(x, z, ȳ).

V silu zameqennogo vyxe oqeviden izomorfizm modele$i : A^′ = ⟨S(IBA, B(MA ))/Q(x, z, B(MA)); Φ1(x, B(MA)), Φ_2(x, B(MA)), Φ_3(x, z, B(MA))⟩ = ⟨P_1 ∪ P_2 ∪ P_3/ ∼; Φ_1(x, B(MA)), Φ_2(x, B(MA)), Φ_3(x, z, B(MA))⟩ ∼= ∼= ⟨ω_i ∪ 2^ωi ∪ ω^′_i; U, V, ∈⟩,

gde U (V ) - predikat vydelØ¸wi$i mnoßestvo ω_i (ω^′_i), ∈ - teoretiko mnoßestvennoe otnoxenie vkl¸qeniØ meßdu fflementami ω_i i 2^{ωi} .

DlØ interpretacii funkcii g v modeli A^′ dostatoqno rassmotret~ formulu Φ_4(x, z, ȳ) ravnu¸ Φ_1(x, ȳ)&Φ_2(z, ȳ)&∃t(Ψ_1 (t, ȳ)&∃t_1,

t_2(t_1 ≪ t&t_2 ≪ t&t_t ≪ x&t_2 ≪ z&t_1 ≪̸ y_{21}&t_2 ≪̸ y_{23}). Togda, oqevidno,

qto ⟨IBA; ≪⟩ |= Φ_4(B, C, B(M_A)) v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda

g(k_4(B)) = k_5(C). Pri fftom na rol~ t goditsØ algebra B(1 + (L^i_{ωi} + 1 + L^i_{k4(}B_) + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi +1} + 1 + L^i_{g(k4 (}B_{))} + 1) · ω^∗_{i+1}), a na rol~ t_1(t_2)

- buleva algebra B(P_{r∈R6} (1 + E_r) + 1)(B(P_{r∈R7} (1 + F_r ) + 1)), gde lum

E_r(F_r) i mnoßestva R_6(R_7) opredeleny pri rassmotrenii formul Φ_1(x, ȳ) (Φ_2(x, ȳ)).

Formulu Φ_5(x, z, u, ȳ) opredelim kak:

Φ_1(x, ȳ)&Φ_2(z, ȳ)&Φ_1 (u, ȳ)&∃t(Ψ_2(t, ȳ))&

∃t_1, t_2, t_3(t_1 ≪ t&t_2 ≪ t&t_3 ≪ t&t_1 ≪ x&t_2 ≪ z&

t_3 ≪ u&t_1 ≪̸ y_{21}&t_2 ≪̸ y_{23}&t_3 ≪̸ y_{21})).

Tak ße kak i vyxe, netrudno zametit~, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= Φ_5(B_1, B_2,

B3, B(MA)) togda i tol~ko togda, kogda f(k4(B1), k5(B2)) = k4(B3).

Nakonec dlØ konstant a_j ∈ 2^{ωi} algebraiqesko$i sistemy A opredelim lum N^jA = 1 + X k∈a_j [(L^i_{ωi} + 1 + L^i_k + 1) · ω_{i+1} + (L^i_{ωi+1} + 1) · ω^∗_{i+1}].

SummiruØ vse skazannoe imeem izomorfizm algebraiqeskih sistem A^{′′} = ⟨S(IBA, B(MA ))/Q(x, z, B(MA)); Φ1(x, B(MA)), Φ2(x, B(MA)), Φ_3(x, z, B(MA)), Φ_4(x, z, B(MA)), Φ_5(x, z, u, B(MA)), B(N^1A), . . . , B(N^nA)⟩ i A. Oqevidno tak, ße, qto podobny$i izomorfizm imeet mesto i pri zamene

IBA na IBA<k, gde kardinal k takov, qto k ≥ ℵi+2.

Qerez Ψ_7(ȳ,^¯t) oboznaqim fflementarnu¸ formulu signatury ⟨≪⟩ taku¸, qto dlØ l¸bogo kvaziporØdka ⟨G; ≪⟩ dlØ l¸byh korteße$i ḡ,^¯h fflementov iz G takih, qto ⟨G; ≪⟩ |= Ψ_7(ḡ,^¯h) algebraiqeskaØ sistema ⟨S(G, ḡ)/Q(x, z, ḡ); Φ_1(x, ḡ), Φ_2(x, ḡ), Φ_3(x, z, ḡ), Φ_4(x, z, ḡ), Φ_5(x, z, u, ḡ), h̄⟩ izomorfna sisteme vida ⟨A ∪ B ∪ A^′; U, V, ∈, g, f, a_1, . . . , a_n⟩, gde A - proizvol~noe mnoßestvo, B ⊆ 2^A, A^′ ∩ (A ∪ B) = ∅ i g - nekotoroe vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie A na A^′. Predikaty U, V vydel~Ø¸t, sootvetstvenno, podmnoßestva A i A^′, ∈ - otnoxenie prinadleßnosti meßdu fflementami A i B, f - vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie A × A^′ na A i fflementy a_1, . . . , a_n prinadleßat B. Oqevidno, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= Ψ_7(B(MA), B(N^1A), . . . , B(N^nA)). Qerez F (ℵ_i) oboznaqim bulevu algebru Frexe na mnoßestve ℵ_i t.e.

bulevu algebru koneqnyh i ko-koneqnyh podmnoßestv ℵ_i, qerez P (A) - bulevu algebru vseh podmnoßestv mnoßestva A. Rassmotrim sledu¸wie formuly signatury ⟨≪⟩: T_0(x) = ∀y(y ≪ x ∨ x ≪ y), T_1(x) =⌉T_0 (x)&∀y(y ≪ x&x ≪̸ y → T_0(y))& ∀y(y ≪ x&x ≪ y → x = y), T_2(x) =⌉T_1 (x)&⌉T_0 (x)&∀z(z ≪ x&x ≪̸ z → T_0(z) ∨ T_1(z)) &∃z(T_1(z)&z ≪ x&x ≪̸ z)&∀y(x ≪ y&y ≪ x → x = y). Zametim, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= T_0(B) togda i tol~ko togda, kogda B - koneqnaØ buleva algebra. De$istvitel~no, istinnost~ formuly T_0(B) dlØ koneqnyh B oqevidna i dopustim obratnoe, t.e., qto ⟨IBA; ≪⟩ |= T_0(B). Dopustim tak ße, qto B pri fftom beskoneqna i pust~ |B| = ℵ_j . Togda dlØ

C = F (ℵj+1) C ≪̸ B, a tak kak imeet mesto ⟨IBA; ≪⟩ |= T0(B), to poluqaem, qto B ≪ C. No dlØ l¸bo$i bulevo$i algebry B1 tako$i , qto B1 ≪ F (ℵℓ) dlØ

nekotorogo ordinala ℓ, libo B_1 ∼= F (ℵ_k), gde k ≤ ℓ, libo B_1 - koneqna. Takim obrazom, B ∼= F (ℵ_s) dlØ s ≤ j. Pust~ teper~ C = P (ℵ_j), togda iz mownostnyh soobraßeni$i C ≪̸ B i tak ße oqevidno, ot protivnogo, qto

B ≪̸ C. Poluqennoe protivoreqie s predpodloßeniem ⟨IBA; ≪⟩ |= T0(B)

i dokazyvaet, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= T_0(B) togda i tol~ko togda, kogda B - koneqna.

Pokaßem teper~, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= T_1(B) togda i tol~ko togda, kogda B ∼=

F (ℵ_0). De$istvitel~no, esli ⌉T_0(B) to v B moßno vybrat~ beskoneqnoe

qislo diz¸nktnyh fflementov a_i (i ∈ I) takih, qto sup_{i∈I} a_i est~ edinica B.

FaktorizuØ B takim obrazom, qtoby v faktore fflementy a_i stali atomami, uße bez truda zameqaem, qto iz ⟨IBA; ≪⟩ |= T_1(B) de$istvitel~no sleduet izomorfizm B ∼= F (ℵ_0).

Analogiqnym obrazom zameqaetsØ, qto esli ⟨IBA; ≪⟩ |= T_2(B), to libo

B^∼= B(ω + ω + 1), libo B^∼= F (ℵ1).

Rassmotrim teper~ formulu

T_3(x) = T_2(x)&∃z(x ≪ z&∀y_1, y_2[(y_1 ≪ z&y_2 ≪ z&

z ≪̸ y_1&z ≪̸ y_2 → (y_1 ≪ y_2 ∨ y_2 ≪ y_1)&(y_1 ≪ y_2&y_2 ≪ y_1 → y_1 = y_2))& ∃t(z ≪ t&t ≪ z&t ≠ z)]). Iz zameqennogo o formule T_2(x) poluqaem, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= T_3(B) togda i tol~ko togda, kogda B ∼= B(ω + ω + 1). De$istvitel~no, esli

B^∼= B(ω + ω + 1), to rol~ z ukazannogo v formule T3(B) igraet sqetnaØ

bezatomnaØ buleva algebra. Esli ße by algebra B dlØ kotoro$i istinna

T_3(B) byla by izomorfna F (ℵ_1), to trebovanie na z sostoØwee v line$ino$i

uporØdoqennosti otnositel~no ≪ naqal~nogo intervala opredelennogo z vleklo by izomorfizm z odno$i iz algebr vida F (ℵ_i), no dlØ l¸bo$i C iz posylki F (ℵ_i) ≪ C&C ≪ F (ℵ_i) sleduet izomorfizm F (ℵ_i) i C. Takim obrazom, de$istvitel~no ⟨IBA; ≪⟩ |= T_3(B) togda i tol~ko togda, kogda

B^∼= B(ω + ω + 1).

Qerez T_4(x) oboznaqim formulu ⌉T_0(x)&⌉∃z(T_3 (z)&z ≪ x). Oqevidno, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= T_4(B) togda i tol~ko togda, kogda B ∼= F (ℵ_j ) dlØ nekotorogo ordinala j.

Poloßim Ψ_8(ȳ) ravno$i sledu¸we$i formule signatury ⟨≪, ∗⟩ : ∀x,

z(T_4(x)&Φ_1(z, ȳ) →⌉(z ≪ x ∗ y_{21})). Zametim, qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Ψ_8(B(MA)).

De$istvitel~no, esli B, C takovy, qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= T_4(C)&Φ_1(B, B(M_A)), to suwestvuet ordinal j tako$i , qto C ∼= F (ℵ_j) i suwestvuet lum L ukazannogo vyxe vida (3) takoe, qto B ∼= B(L). Esli by imelo mesto neravenstvo B(L) ≪ F (ℵ_j ) ∗ B(M^{21}_A ), to v bulevo$i algebre F (ℵ_j) ∗ B(M^{21}_A ) naxlas~ by cep~ L^′ porØdkovogo tipa P_{r∈R6} E^′_r, gde E^′_r, R_6 - lum iz predstavleniØ (3) lum L, to est~ R_6 ∼= ω_{i+1}, E^′_r ⊆ L^i_{k4(B)} i |E^′_r| = ℵ_{i+1}. Pod cep~¸ tipa L^′ budem dalee ponimat~ cep~ predstavimu¸ v vide podobno$i summy. Horoxo izvestno, qto dlØ l¸byh bulevyh algebr

B1, B2 ih svobodnoe proizvedenie izomorfno bulebo$i stepeni B^{B2}_1 .

Takim obrazom otoßdestvim F (ℵ_j ) ∗ B(M^{21}_A ) s B(M^{21}_A )^{F (ℵj )}. Kaßdomu fflementu f ∈ B(M^{21}_A )^{f (ℵj )} odnoznaqno sootvetstvuet nekotory$i korteß

⟨a^f_0 , a^f_1 , . . ., a^f_{n(f )}, b^f_0 , b^f_1 , . . . , b^f_{n(f )}⟩, gde n(f) ∈ ω, b^f_0 , b^f_1 , . . . , b^f_{n(f )}- razbienie

edinicy algebry F_{ℵj} , a b^f_1 , . . . , b^f_{n(f )} - atomy ffto$i algebry, a^f_ℓ ∈ B(M^{21}_A ) i ØvlØ¸tsØ znaqeniØmi funkcii f na fflementah b^f_ℓ (pri otoßdestvlenii poslednih s otkryto-zamknutymi podmnoßestvami stounovskogo prostranstva F (ℵ_j )^∗ bulevo$i algebry F (ℵ_j )), krome togo predpolagaem, qto

a^f_ℓ ≠ a^f_0 pri ℓ ≥ 1. Nazovem a^f_0 stabilizatorom f, a {b^f_1 , . . . , b^f_{n(f )}} -

nositelem f. Qerez a^f , gde n ∈ ω, oboznaqim sovokupnost~ teh f ∈ L^′ u kotoryh nositel~ imeet mownost~ n, togda L^′ = ∪_{n∈ω}T_n. Tak kak ℵ_{i+1} regul- Ørny$i kardinal, to na$idetsØ n ∈ ω takoe, qto cep~ T_n predstavima v vide P_{r∈R06 E′′r , gde R′6 ⊆ R6 E′′r ⊆ E′r i |R′6| = |E′′r | = ℵi+1 pri r ∈ R′6. V silu} fftogo moßno sqitat~, qto uße dlØ ishodno$i cepi L^′ nositeli vseh fflementov iz L^′ ime¸t odnu i tu ße mownost~ n. Rassmotrim gomomorfizm φ cepi L^′ ⊆ B(M^{21}_A )^{F (ℵj )} v algebru B(M^{21}_A ) opredelenny$i sledu¸wim obrazom: dlØ f ∈ L^′ φ(f) = a^f_0 i rassmotrim dva vozmoßnyh sluqaØ: 1) φ(L^′) imeet naibol~xi$i fflement v B(M^{21}_A ), 2) tip kofinal~nosti φ(L^′) raven

ω_{i+1}.

Pust~ v pervom sluqae naibol~xi$i fflement cepi φ(L^′) ⊆ B(M^{21}_A ) est~ a. Tak kak kaßdy$i koneqny$i interval cepi L^′ predstavim v vide ω_{i+1} - summy podmnoßestv lum L^i_{k4(B)} ime¸wih mownost~ ℵ_{i+1}, to tako$i ße vid imeet i mnoßestvo φ^{−1}(a) i, otoßdestvlØØ φ^{−1}(a) s L^′, sqitaem dalee, qto dlØ l¸bogo f ∈ L^′ φ(f) = a. Vyxe uße dokazyvalos~, qto v bulevo$i algebre B(M^{21}_A ) ne sywestvuet cepe$i tipa L^′, ots¸da neposredstvenno poluqaem tak ße, qto cepe$i tipa L^′ net ni v kako$i iz bulevyh algebr

B(M^{21}A )^m. Pust~f - proizvol~ny$i fflement cepi L^′. Otoßdestvim lum {g ∈ L^′|g ≥ f} s samo$i cep¸ L^′ i togda, esli A - nositel~ f, to |A| = n i dlØ l¸bogo atoma B algebry F (ℵ_j) ne vhodØwego v A, l¸bogo g ∈ L^′ g(b) ≥ a. Tak kak algebra B(M^{21}A )^n ne soderßit cepe$i tipa L^′, to

na$idutsØ fflement g_1 ∈ L^′ i atom b_1 /∈ A takie, qto g_1(b_1) > a. Pust~

L^{′′} = {h ∈ L^′|h > g_1}. Cep~ L^{′′} imeet tot ße tip, qto i cep~ L^′, a

krome togo, tak kak dlØ l¸bogo h ∈ L^{′′} h(b_1) > a i a - stabilizator dlØ fflementov cepi L^{′′}, to b_1 vhodit v nositeli vseh fflementov iz L^{′′}. V silu togo, qto L^{′′} ne vloßima v B(M^{21}_A )^{n+1} na$idutsØ g_2 ∈ L^{′′} i atom

b_2 /∈ A ∪ {b_1} takie, qto g_2(b_2) > a. Tak ße kak vyxe zameqaem, qto vse

nositeli fflementov cepi L^{′′′} = {h ∈ L^{′′}|h > g_2} soderßat atom b_2, a sama cep~ L^{′′′} imeet tot ße tip, qto i cep~ L^{′′}. ProdolßaØ fftot process poluqaem cep~ L^{(n+2)} ⊆ L^′ i nabor poparno razliqnyh atomov b_1, . . ., b_{n+1} takie, qto nositel~ l¸bogo iz fflementov cepi L^{(n+2)} soderßit vse atomy b_1, . . . , b_{n+1}, qto protivoreqit predpoloßeni¸ o tom, qto nositeli l¸bogo fflementa iz L^′ ime¸t mownost~ n. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet nevozmoßnost~ sluqaØ 1).

Rassmotrim teper~ sluqa$i kogda tip kofinal~nosti lum φ(L^′) ⊆

B(M^{21}A ) raven ω_{i+1}. Tak kak cepi tipa L^′ ne vloßimy v algebru B(M^{21}A ),

to moßno vybrat~ podcep~ L^{′′} cepi L^′ ime¸wu¸ tot ße tip, qto i cep~

L^′ i taku¸, qto φ(L^{′′}) ∼= ω_{i+1}. Esli pri fftom φ(L^{′′}) est~ mnoßestvo {c_ℓ|ℓ ∈ ω_{i+1}} uporØdoqennoe v B(M^{21}A ) v sootvetstvii s porØdkom na

indeksah, to pust~ P_ℓ = {f ∈ L^{′′}|φ(f) = c_ℓ} dlØ ℓ ∈ ω_{i+1}. Takim obrazom moßno sqitat~P_ℓ lum izomorfnym podmnoßestvam lum L^i_{k4(B)} mownosti ℵ_{i+1} . Vyberem v kaßdom iz lum P_ℓ po dva fflementa f^1_i , f^2_i takih, qto interval (f^1_i , f^2_i ) v cepi L^{′′} ØvlØetsØ izomorfnym nekotoromu podmnoßestvu mnoßestva L^i_{k4(B)} mownosti ℵ_{i+1} . Togda t.k. φ(f^1_i ) = φ(f^2_i ) i nositeli f^1_i , f^2_i sostoØt iz n fflementov, to lum (f^1_i , f^2_i )^{L00} izomorfno vloßimo v φ_{Ni} (B(M^{21}_A )^{F (ℵj )}), gde N_i - ob¨edinenie nositele$i f^1_i i f^2_i , a φ_A - proffkciØ B(M^{21}_A )^{F (ℵj )} po A dlØ l¸bogo A ∈ F (ℵ_j). Tak kak

φ_{Ni} (B(M^{21}A )^{F (ℵj )}) ∼= B(M^{21}A )^{|Ni |} i |φ_{Ni} ((f^1_i , f^2_i )^{L00} )| = ℵ_{i+1}, to na$idetsØ atom b_i algebry F (ℵ_j) iz fflementa N_i tako$i , qto |φ_{bi} ((f^1_i , f^2_i )^{L00} )| = ℵ_{i+1}. Tak

kak cepi tipa L^{′′} ne vloßimy v bulevy algebry B(M^{21}_A )^m dlØ l¸bogo

m ∈ ω, to na$idutsØ beskoneqno mnogo razliqnyh b_{i1} , . . . , b_{in} , . . . (n ∈ ω) dlØ i_1, . . . , i_n, · · · ∈ i ∈ ω_{i+1}. Pust~ j_1 ∈ ω_{i+1} i j_1 > i_n dlØ vseh n ∈ ω. Zametim,

qto dlØ kaßdogo n ∈ ω φ_{bn} ((f^1_{in} , f^2_{in} )^{L00} ) - podmnoßestvo mownosti ℵ_{i+1} izomorfno vloßimoe v B(M^{21}_A ) ¯ f^2_{in} (b_{in} ), a znaqit i v B(M^{21}_A ) ¯ f_{j1} (b_{in} ). Tak kak qislo razliqnyh b_{in} beskoneqno, to dlØ odnogo iz n ∈ ω

f_{j1} (b_{in} ) est~ stabilizator fflementa f_{j1} , t.e. f_{j1} (b_{in} ) = φ(f_{j1} ) i, znaqit,

v B(M^{21}_A ) ¯ φ(f_{j1} ) izomorfno vloßimo podmnoßestvo lum L^i_{k4(B)} ime¸wee mownost~ ℵ_{i+1}. IteriruØ fftot process ω_{i+1} raz poluqaem vloßenie cepi tipa L^′ v bulevu algebru B(M^{21}_A ). Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet nevozmoßnost~ i sluqaØ 2). Tem samym dokazano, qto de$istvitel~no algebra B ne ØvlØetsØ gomomorfnym obrazom algebry F (ℵ_j ) ∗ B(M^{21}_A ), t.e. ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Ψ_8(B(M_A)).

Qerez Ψ_9(ȳ) oboznaqim formulu ∀x, z, t(Φ_1(x, ȳ)&Φ_1(z, ȳ)&⌉Q(x, z, ȳ)&

t ≪ x&t ≪ z → t ≪ y_{23}). Iz otmeqennogo vyxe stroeniØ lum vi-

da (3) vytekaet, qto ⟨IBA; ≪⟩ |= Ψ_9(B(M_A)). Itak, na korteße B(M_A),

B(N^1A), . . . , B(N^nA) v ⟨IBA; ≪, ∗⟩ istinna formula Φ_6(ȳ, t̄) = Ψ_7(ȳ, t)&Ψ_8(ȳ)& Ψ_9(ȳ). Analogiqnoe utverßdenie verno i dlØ ⟨IBA_{<ℵk} ; ≪, ∗⟩ pri k ≥ i+2.

Takim obrazom, v silu otmeqenno$i vyxe izomorfnosti algebraiqeskih sistem A i A^{′′}, utverßdenie B) iz naqala dokazatel~stva teoremy imeet mesto.

Tem samym, dlØ zaverxeniØ dokazatel~stva teoremy ostaetsØ pokazat~ spravedlivost~ utverßdeniØ A), to est~, qto dlØ l¸byh korteße$i fflementov c̄,^¯d iz IBA_{<ℵi} (j - proizvol~ny$i ordinal) takih, qto ⟨IBA;

≪, ∗⟩ |= Φ_6(c̄, d̄) (⟨IBA_{<ℵj} ; ≪, ∗⟩ |= Φ_6(c̄, d̄)) ukazannym vyxe sposobom

formuly S(x, c̄), . . . , Φ_5(x, z, u, c̄) i konstanty^¯d opredelØ¸t na ⟨IBA; ≪, ∗⟩ (na ⟨IBA_{<ℵj} ; ≪, ∗⟩) algebraiqesku¸ sustemu klassa K, t.e. s uqetom postroeniØ formuly Ψ_7(ȳ,^¯t), dostatoqno pokazat~, qto dlØ l¸bogo podmnoßestva P ⊆ Φ_1(IBA, c̄)/Q(x, y, c̄) suwestvuet buleva algebra B takaØ, qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= S(B, c̄)&⌉Φ_1 (B, c̄)&⌉Φ_2(B, c̄) i udovletvorØ¸waØ uslovi¸: dlØ l¸bo$i bulevo$i algebry C tako$i , qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_1(C, c̄) trebovaniØ C/Q(x, z, c̄) ∈ P i ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_3(C, B, c̄) ffkvivalentny. Analogiqnoe utverßdenie trebuetsØ dokazat~ i pri zamene IBA na

IBA<ℵ_j , no, v silu analogiqnosti dokazatel~stv, rassmotrim lix~

sluqa$i IBA. Pust~ B_p (p ∈ P ) - nekotoraØ sistema predstavitele$i iz vseh klassov Q(x, z, c̄) - ffkvivalentnosti ØvlØ¸wihsØ fflementami mnoßestva P . Qerez B(P ) oboznaqim taku¸ bulevu algebru, qto dlØ l¸bogo

p ∈ P v B(P ) suwestvuet fflement b_p so svo$istvami: B(P ) ¯ b_p ∼= B_p,

dlØ p_1 ≠ p_2 ∈ P b_{p1} ∩ b_{p2} = 0 i B(P ) poroßdaetsØ fflementami algeber

B(P ) ¯ bp kogda p ∈ P . Iz opredeleniØ formuly Φ3(x, z, c̄) oqevidno, qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ3(Bp, B(P ), c̄) dlØ l¸bogo p ∈ P . S drugo$i storony, esli ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ3(C, B(P ), c̄) dlØ nekotoro$i algebry C, to C ≪ B(P ) i, zna-

qit, ishodØ iz postroeniØ B(P ), suwestvuet sovokupnost~ fflementov d_p

(p ∈ P ) bulevo$i algebry C takih, qto C ¯ d_p ≪ B(P ) ¯ b_p, dlØ p_1 ≠ p_2 ∈ P d_{p1} ∩ d_{p2} = 0 i C poroßdaetsØ fflementami algebr C ¯ d_p (pri p ∈ P ).

Tak kak ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_9(c̄) i ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_1(C, c̄), to v sluqae, esli

⟨IBA; ≪, ∗⟩ |=⌉Q(C, Bp) dlØ vseh p ∈ P , dlØ kaßdogo takogo p ∈ P imeet

mesto neravenstvo C ¯ d_p ≪ c_{21}. Pust~ C_1 - buleva algebra takaØ, qto dlØ l¸bogo p ∈ P v C_1 suwestvuet fflement c_p so svo$istvami: C_1 ¯ c_p ∼= c_{21}, dlØ p_1 ≠ p_2 ∈ P c_{p1} ∩ c_{p2} = 0 i C_1 poroßdaetsØ fflementami algebr C ¯ c_p kogda p ∈ P . V silu dokazannyh neravenstv C ¯ d_p ≪ c_{21} imeet mesto neravenstvo C ≪ C_1. S drugo$i storony oqevidno, qto C_1 ≪ c_{21} ∗ F (ℵ_k), gde ℵ_k = |P | i, znaqit, C ≪ c_{21} ∗ F (ℵ_k). No v to ße vremØ poslednee neravenstvo protivoreqit istinnosti formuly Ψ_8(c̄) na ⟨IBA; ≪, ∗⟩. Itak, de$istvitel~no, dlØ bulevyh algebr C takih, qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_1(C, c̄) usloviØ C/_{Q(x,z,c̄)} ∈ P i ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_3(C, B(P ), c̄) ffkvivalentny, t.e. dlØ l¸byh parametrov c̄,^¯d ∈ IBA takih, qto ⟨IBA; ≪, ∗⟩ |= Φ_6(c̄,^¯d) formuly

S(x, c̄), . . . , Φ_5(x, z, u, c̄) interpretiru¸t v ⟨IBA; ≪, ∗⟩ algebraiqeskie sis-

temy klassa K. V itoge utverßdenie A), a vmeste s nim i teorema polnost~¸ dokazany.

QISLO LEVENGE$iMA DL˚ ODNOGO IZ SKELETOV 49

LITERATURA

[1] Bonnet R., Very strongly rigid boolean algebras, continuum discrete set condition, countable antichain condition (I), Alg. univ. 11 (1980), 341-364.

[2] Pinus A.G., Ob otnoxeniØh vloßimosti i ffpimorfnosti na kongruffnc-distribu-tivnyh mnogoobraziØh, Algebra i logika 24 (1985), 588-607.

[3] Pinus A.G., Kongruffnc-modulØrnye mnohoobraziØ algebr, Izdatel~stvo Irkutskogo gos. universiteta, Irkutsk, 1986.

[4] Pinus A.G., Ob operacii dekartova proizvedeniØ, IzvestiØ vuzov. Matematika (1983), 51-53.

[5] Pinus A.G., �lementarnaØ teoriØ skeletov ffpimorfnosti kongruffnc-distribu-tivnyh mnogoobrazi$i , IzvestiØ vuzov. Matematika, (1989), 14-17.

[6] Pinus A.G., �lementarnaØ teoriØ skeletov vloßimosti diskriminatornyh mnogoobrazi$i , Sibirski$i matematiqeski$i ßurnal 32 (1991), 126-131.

[7] Pinus A.G., Qisla Levenge$ima dlØ skeletov mnogoobrazi$i , Algebra i logika 30 (1991), 214-225.

[8] V a an anen J., Set-theoretic definability of logics, Model-theoretic logics, Springer-Verlag, New York-Berlin, 1985, pp. 599-643.

A. G. Pinus Novosibirski$i fflektrotehniqeski$i institut prospekt K. Marksa 20 630092 Novosibirsk RossiØ